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R�esum�e. Dans ce travail nous pr�esentons une m�ethode g�en�erale de plani�ca-
tion en robotique : l'Algorithme Fil d'Ariane. Cet algorithme est compos�e de
deux sous-algorithmes SEARCH et EXPLORE. L'algorithme EXPLORE
collecte des informations sur l'espace atteignable depuis la position initiale en
posant des balises dans l'espace de recherche. SEARCH utilise une m�ethode
locale pour atteindre la position �nale �a partir des balises pos�ees. Apr�es la
pr�esentation de quelques d�e�nitions de base nous pr�esentons les fondements
th�eoriques de l'algorithme Fil d'Ariane et nous montrerons que SEARCH et
EXPLORE sont exprim�es tous les deux comme des algorithmes d'optimisa-
tion. Nous montrons que EXPLORE permet d'approcher l'espace atteignable
avec une r�esolution arbitraire en un nombre �ni d'it�erations. En�n, nous pr�e-
sentons et discutons un exemple d'application de l'algorithme : la plani�cation
de trajectoires pour un robot mobile holonome.

Abstract. We present a method for robot motion planning : the Ariadne�s
Clew Algorithm. This algorithm is made of two sub-algorithms SEARCH and
EXPLORE. The EXPLORE algorithm works by placing landmarks in the
search space in such a way that a path from the initial con�guration to any
landmark is known. The SEARCH algorithm checks, with a local method, if
the target may be reached from the last produced landmark. After the presen-
tation of some basic de�nitions we show that, both the EXPLORE and the
SEARCH algorithm can be expressed as optimization problems. We show that
the EXPLORE algorithm allows to approach the reacheble space with an arbi-
trary resolution and after a �nite number of iterations. Finally, we present and
discuss an example using the Ariadne�s Clew Algorithm : the motion planning
problem for an holonomic mobile robot.

Mots cl�es : raisonnement g�eom�etrique, plani�cation de mouvements, robo-
tique.
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1 Introduction

Le but de cet article est de d�ecrire formellement un algorithme de plani-
�cation g�en�eral �a l'aide de deux probl�emes d'optimisation de IRn dans R. La
d�emarche que nous avons suivie est la suivante :

Apr�es avoir situ�e notre travail, nous rappellerons tout d'abord les d�e�nitions
formelles des concepts fondamentaux utilis�es : espace des con�gurations, chemin
dans IRn, ensemble connexe par arc, distance de Hausdor�, billage et pavage
d'un espace.

Puis introduirons une premi�ere m�ethode math�ematique EXPLORE1 qui
permet de construire en un nombre �ni d'�etapes un ensemble discret de points
qui approche l'espace libre arbitrairement pr�es au sens de la distance de Haus-
dor�. Le r�esultat sur la convergence de cette m�ethode sera utilis�e plus tard
pour montrer la convergence d'un algorithme d�eriv�e de la premi�ere m�ethode :
EXPLORE.

Nous d�e�nirons ensuite la notion de Chemin Manhattan et la notion d'espace
libre �a "-pr�es qui repr�esente naturellement les portions de l'espace des con�gu-
rations qui se trouvent �a plus de " des obstacles.

L'agorithme EXPLORE s'int�eresse �a des trajectoires enti�erement conte-
nues dans cet espace. Il permet d'approcher l'espace atteignable avec un en-
semble discret de points. Nous montrerons que cette m�ethode - EXPLORE -
s'exprime sous la forme d'un probl�eme d'optimisation. Le rôle premier de cette
m�ethode est, bien entendu, de fournir une repr�esentation approch�ee de l'espace
atteignable qui peut être utilis�ee en plani�cation de trajectoire. Cependant son
int�erêt majeur r�eside dans la mani�ere dont cette repr�esentation est calcul�ee. En
e�et, cette m�ethode fournit une repr�esentation de l'espace qui s'adapte naturel-
lement �a la complexit�e du probl�eme de plani�cation pos�e. Dans la section 5 nous
introduirons deux am�eliorations possibles �a l'algorithme EXPLORE : l'algo-
rithme SEARCH et le rebondissement. L'objet de SEARCH est de fournir
une m�ethode permettant d'augmenter l'e�cacit�e d' EXPLORE.

L'int�erêt de SEARCH par rapport �a d'autres m�ethodes de plani�cation
locales qui pourraient jouer un rôle similaire, est d'utiliser les mêmes outils
et concepts que ceux employ�es dans EXPLORE. SEARCH constitue donc
un compl�ement g�en�erique de EXPLORE. En�n nous montrerons comment
on peut modi�er les fonctions �a optimiser en introduisant la notion de re-
bondissement. Nous pr�esenterons et discuterons un exemple d'application de
l'algorithme Fil d'Ariane : la plani�cation de trajectoires pour un robot mobile
holonome.

2 Travaux similaires

Durant ces derni�eres ann�es, plusieurs m�ethodes de plani�cation de tra-
jectoires ont �et�e d�evelopp�ees. Une analyse des plani�cateurs de trajectoires
existants peut être trouv�ee dans [LAT 91] et [HWA 92]. Parmi toutes ces m�e-
thodes, celle que nous proposons est comparable �a celle de Overmars [OVE 92]
[OVE 93], �Svestka [SVE 92] et �a celle du le plani�cateur SANDROS [CHH 92].
Les trois m�ethodes utilisent un ensemble de balises pour repr�esenter l'espace
libre et un plani�cateur local pour connecter les balises entre elles. Elles utilisent
ce même plani�cateur pour connecter ces balises aux con�gurations initiale et
�nale. Dans le travail de Overmars et �Svestka, les balises sont pos�ees al�eatoire-
ment dans l'espace de recherche. Lorsqu'une balise est pos�ee dans un C-obstacle
elle est repositionn�ee dans la con�guration appartenant �a l'espace libre la plus
proche. Le syst�eme SANDROS est compos�e de deux plani�cateurs : un plani-
�cateur global G et un plani�cateur local L. Le plani�cateur G engendre une



s�equence de sous-buts pour guider le robot, et le plani�cateur L v�eri�e si ces
sous-buts sont atteignables �a partir des balises d�ej�a pos�ees. Les sous-buts sont
d�e�nis d'une mani�ere hi�erarchique avec plusieurs niveaux de r�esolution.

Notre travail, l'algorithme Fil d'Ariane, montre que le probl�eme de la plani-
�cation peut, par un changement d'espace appropri�e, se ramener �a la r�esolution
d'un probl�eme d'optimisation et que l'on peut facilement engendrer un plani-
�cateur d�es lors que l'on sait pr�evoir la faisabilit�e d'une commande (ou plan)
dans l'espace ou l'on d�e�nit les buts. Dans notre approche, nous ne nous int�eres-
sons pas �a l'espace des con�gurations qui est, en pratique, di�cile �a construire
et �a repr�esenter mais directement �a l'espace des trajectoires. L'originalit�e de
notre approche est, en e�et, de conduire notre recherche directement dans l'es-
pace des trajectoires. L'avantage principal de notre m�ethode par rapport aux
m�ethodes pr�ec�edemment cit�ees est de placer les balises d'une mani�ere plus ef-
�cace en permettant notamment l'adaptation automatique �a la complexit�e du
probl�eme de plani�cation pos�e.

3 D�e�nitions

3.1 L'espace des con�gurations

On d�enote par W l'espace ambiant dans lequel �evolue le robot consid�er�e.
En g�en�eral on peut d�eterminer la position de tous les points du robot dans
cet espace par un nombre restreint de param�etres (x1; x2; : : : ; xn). Le choix de
ces param�etres d�e�nit un espace appel�e espace des con�gurations [LAT 91,
LOZ 87] que l'on d�enote par C. Par d�e�nition, la position du robot dans W est
compl�etement d�e�nie par la donn�ee d'un point dans C.

En g�en�eral, des contraintes d'ordre m�ecanique ou physique empêchent le
robot de se trouver dans certaines r�egions de W. Ces r�egions d�e�nissent impli-
citement des r�egions interdites de C : on nomme ces r�egions les C-obstacles. Par
exemple, pour un robot manipulateur les contraintes d'ordre physique, sont im-
pos�ees par les obstacles Bi=0;:::k � W plac�es dans l'espace accessible au robot
(voir �gure 1a). Evidemment, le robot et les obstacles ne peuvent pas occuper
simultan�ement le même sous-espace de W. Ainsi, toutes les con�gurations po-
sitionnant le robot dans l'espace occup�e par un obstacle appartiennent, dans
l'espace des con�gurations, aux C-obstacles.

D�e�nition 3.1 (Emplacement d'un robot) SoientA un robot, C l'espace des con�-
gurations de A, q 2 C une con�guration du robot et W l'espace de travail de A.
L'emplacement de A en W donn�e par q est d�e�ni comme le sous-espace de W occup�e
par A �etant donn�ees les valeurs des param�etres de q. Il est not�e A(q).

Avec la d�e�nition pr�ec�edente, nous pouvons d�e�nir les C-obstacles. Chacun
des obstacles physiques en W est repr�esent�e dans l'espace des con�gurations C
de A en un ensemble de r�egions :

CBi = fq 2 CjA(q) \ Bi 6= ;g
Ainsi, on d�e�nit :

D�e�nition 3.2 (C-obstacles) L'ensemble des C-obstacles not�e CB est d�e�ni comme
l'union des transformations de tous les obstacles du monde physique dans l'espace des
con�gurations, c'est-�a-dire:

CB =

k[
i=1

CBi
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Fig. 1 - L'espace de travail et l'espace des con�gurations d'un robot planaire.

Par exemple, la �gure 1a montre un bras manipulateur planaire en deux
positions di��erentes et plac�e parmi quatre obstacles B0;B1;B2;B3. Pour d�e�nir
une con�guration pour ce type de robot on utilise deux param�etres x0 et x1.
Ainsi, l'espace des con�gurations C est �egale �a [0; 2�[2� IR2 (voir �gure 1b).

Le compl�ementaire de CB d�e�nit un sous-espace de C o�u le robot n'est pas
en collision avec l'environnement. Cet espace est appel�e l'espace libre :

D�e�nition 3.3 (Espace libre) L'espace libre, not�e Clibre, d'un robot A est d�e�ni
comme l'ensemble des con�gurations libres de collision de A :

Clibre = CnCB = fq 2 CjA(q) \ Bi=1;2;::: ;k = ;g

3.2 Chemins et ensembles connexes par arc

D�e�nition 3.4 (Chemin de Rn) Soit I l'intervalle [0; 1] � IR. Un chemin '̂ de Rn

d'un point initial q� �a un point �nal q� est d�e�ni comme un n-uplet de n fonctions
continues ('1(�); '2(�); : : : ; 'n(�)) de I ! IR avec :

q� = ('1(0); '2(0); : : : ; 'n(0)) et q� = ('1(1); '2(1); : : : ; 'n(1))

Par cons�equent, pour un robot �a n degr�es de libert�e, toute trajectoire est
repr�esent�ee par un ensemble de fonctions continues dans l'espace des con�gura-
tions du robot. De plus, une trajectoire sans collision '̂ ne doit pas contenir une
intersection avec les C-obstacles, soit :8� 2 I; ('1(�); '2(�); : : : ; 'n(�)) 62 CB .

D�e�nition 3.5 (Connexes par arc) On dit que deux ensembles C1 et C2 � C sont
connexes par arc si et seulement si 8q1; q2 2 C1;C2 il existe un chemin de q1 �a q2 dans
C.



On peut noter qu'un ensemble connexe par arc est forc�ement connexe mais
que la r�eciproque n'est pas vraie. Par exemple, l'ensemble [0; 1[ [ ]1; 2]
est connexe, au sens g�en�eral de la topologie, mais n'est pas connexe par arc
[DUG 76].

D�e�nition 3.6 (Espace atteignable) Soit q une con�guration en Clibre, on d�e�nit
l'espace atteignable de q : Clibreq � Clibre comme l'union de tous les sous-ensembles
connexes par arc de Clibre contenant q. On appelle aussi �a Clibreq la composante
connexe par arc de q.

Par exemple, dans la �gure 1b, nous avons deux r�egions non connexes et
donc non connexes par arc de l'espace libre : Clibreqa et Clibreqb . Autrement dit,
il n'existe pas de chemin en Clibre allant de qa �a qb ou vice versa.

3.3 La distance de Hausdor�

La distance de Hausdor� [DUG 76, PRS 85] permet de mesurer la proximit�e
entre deux sous ensembles. Elle nous permettra de parler d'approximation de
Clibreq par un ensemble discret de points.

D�e�nition 3.7 (Distances en Rn) Soit Y � IRn un ensemble non vide nous d�e�-
nissons:

1. la distance entre deux points x; y 2 IRn : d(x;y) = jjx� yjj,

2. la distance d'un point x 2 IRn �a l'ensemble Y :
d(x; Y ) = d(Y; x) = minfd(x; y)jy 2 Y g pour Y

D�e�nition 3.8 (Fonction et distance d'Hausdor�) SoientF(IRn) l'ensemble des
ensembles non vides born�es de IRn et (X;Y ) 2 F(IRn)�F(IRn), on d�e�nit la fonction
d'Hausdor� de X �a Y comme :

h(X;Y ) = supfd(x; Y )jx 2 Xg = sup
x2X

inf
y2Y

d(x;y)

et la distance d'Hausdor� entre X et Y comme :

�(X;Y ) = max[h(X;Y ); h(Y;X)]

Nous utilisons cette distance pour estimer l'approximation de tout ensemble
X born�e par un ensemble �enum�erable de points EL � X. On peut remarquer
que si EL � X alors nous avons : 8qi 2 EL, d(qi; X) = 0 (voir d�e�nition 3.7).
Ainsi, h(EL;X) = 0 et par cons�equent :

�(EL;X) = h(X;EL)

3.4 Billage et pavage d'un espace

Si nous sommes capables de construire un ensemble de points EL tel que
�(EL; Clibreq� ) < " alors : pour toute con�guration q 2 Clibreq� il existe au moins
un point p 2 EL tel que la distance entre q et p est inf�erieure �a ". Autrement
dit, toute con�guration q 2 Clibreq� a au moins un repr�esentant en EL a "�pr�es.

De cette fa�con au lieu de calculer tout l'espace des con�gurations on peut
l'approcher par un ensemble �ni de points. Chacun de ces points repr�esente les
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Fig. 2 - Deux billages de densit�e di��erente sur IR2

con�gurations voisines �a une distance inf�erieure ou �egale �a ". Ceci revient �a
r�ealiser un pavage �a "�pr�es de l'espace atteignable de q0.

Bien entendu, nous sommes int�eress�es par des pavages \e�caces", c'est-�a-
dire que nous cherchons �a approximer Clibreq�

avec le plus petit nombre de
points. Ainsi, il faut �etablir un �eloignement minimal entre les repr�esentants.
Cet �eloignement d�e�nit implicitement un billage de l'espace approch�e.

Avant de d�e�nir les concepts de billage et de pavage [SAA 70] nous faisons
un rappel de quelques concepts fondamentaux. A partir de ces concepts nous
d�e�nirons la borne sup�erieure du cardinal du billage de rayon r d'un espace,
autrement dit la borne sup�erieure du nombre de boules de rayon r pouvant
occuper un sous espace born�e de IRn.

D�e�nition 3.9 (Simplexe) Un simplex S est d�e�ni comme l'enveloppe convexe d'un
ensemble de (n+1) points a�nement ind�ependants de IEn. On dit que S est r�egulier
si tous ses côt�es sont �egaux .

D�e�nition 3.10 (Boule de IEn) L'ensemble Bl(x; r) � IEn est appel�e \boule de
centre x et de rayon r". Il est d�e�ni comme Bl(x; r) = fy 2 IRn j jjx� yjj � rg.

Ainsi, soit EL un ensemble de points de IEn. L'ensemble de boules de rayon
r produit par EL est not�e U (EL; r) c'est-�a-dire : U (EL; r) = fBl(p; r) j p 2
ELg
D�e�nition 3.11 (Billage) Soit EL = (pi)i2IN� une s�equence de points en IEn et
r 2 IR. K = U(EL; r) est appel�e un billage si pour tout couple de points (pi; pj) 2
EL � EL o�u i 6= j d(pi; pj) � 2r. Nous appelons EL l'ensemble des balises et r le
rayon du billage.

Nous notons Cs le cube fx 2 IRnj � s
2 � xi � s

2 ; 1 � i � ng et �(Y ) le

volume d'un sous-ensemble compact 1 Y de IRn.
Ainsi, nous d�e�nissons :

D�e�nition 3.12 (Densit�e d'un billage) Soit K un billage de IRn, nous d�e�nissons
la densit�e du billage K comme :

�n(K) = lim
s!1

�(Cs)
�1

X
pi:Bl(pi;r)�Cs

�(Bl(pi; r)) (1)

1: ferm�e et born�e.



La �gure 2 montre deux billages en IE2 avec des densit�es di��erentes.
La meilleure estimation de la borne sup�erieure pour un billage dans IEn

not�ee �n a �et�e �etablie par Rogers [ROG 64]. Cette borne est d�e�nie comme
la proportion du volume d'un simplexe r�egulier S de côt�e 2 dans IEn, lequel
est couvert par les (n + 1) boules de rayon 1, centr�ees aux sommets de S. On
note �n la densit�e de Rogers. La �gure 3 repr�esente les simplexes r�eguliers
pour IE2 et IE3. Par exemple, dans le cas du simplexe r�egulier en IE2 il est
tr�es facile de calculer la densit�e de Rogers. L'aire du triangle est

p
3. L'aire

de chacun des secteurs (marqu�es en gris dans la �gure 3) est �=6. Ainsi, l'aire
des trois secteurs est 3�=6 = �=2. La densit�e de Rogers pour IE2 est alors

�=
p

12 � 0:9069 [SAA 70].

S � IE3
S � IE2

�=6

ba

Fig. 3 - Un simplex de IR2 et de IR3.

A partir de la borne sup�erieure de la densit�e de Rogers nous pouvons intro-
duire la borne sup�erieure de la densit�e centrale de Rogers [SCH 72] not�ee �0n et
d�e�nie comme:

�0n = �n=Jn (2)

o�u Jn est le volume d'une boule de rayon 1 dans IEn. Le volume Jn est �egal �a :

Jn =
�

n
2

�(n2 + 1)

o�u la fonction � est d�e�nie comme suit :

�(a) =

Z 1

0

e�xxa�1dx

Ainsi, pour une boule de rayon r en IEn nous avons :

�(Bl(x; r)) = rnJn

Pour un ensemble X � IRn nous notons s(X) = minfs 2 IRjX � Csg,
c'est-�a-dire que S(X) est la taille du côt�e du plus petit cube de côt�es parall�eles
aux axes contenant X.

On remarque ainsi que si nous avons un billage K = U (EL; r) d'un espace
X � IRn avec la propri�et�e EL � X alors K � C(s(X)+2r)(voir �gure 4). Nous
pouvons alors montrer la proposition suivante :

Proposition 3.1 (Borne sup�erieure du cardinal d'un billage) Soit X � IRn et
K = U(EL; r) un billage sph�erique tel que EL � X alors la borne sup�erieure de la
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Fig. 4 - Billage d'un espace X et le cube Cs(X).

cardinalit�e de EL est donn�ee par :

Card(EL) �

�
�0n � (s(X) + 2r)n

rn

�
(3)

D�emonstration :
Soit K0 = U(EL0; r) le billage de cardinal maximal de Cs(X) tel que EL0 � Cs(X).

La densit�e � de ce billage est :

� =
Card(EL0) � Jn � r

n

(s(X) + 2r)n
�

volume des boules

volume du cube

Etant donn�e que X � Cs(X) nous avons: Card(EL) � Card(EL0):

D�e�nition 3.13 (Pavage) Soient EL = (pi)i2IN� une s�equence de points de IRn et
r 2 IR alors P = U(EL; r) est appel�e un pavage de X si et seulement si X � P . Nous
appelons EL ensemble de balises et r rayon du pavage.

Une cons�equence imm�ediate de la d�e�nition d'un pavage est que �(EL;X) �
r et que par cons�equent EL est une approximation de X �a r-pr�es au sens de la
distance de Hausdor�.

Dans la section qui suit, nous pr�esentons une m�ethode de construction d'un
ensemble de points EL � Clibre qui r�ealise �a la fois un billage K = U (EL; "=2)
et un pavage P = U (EL; ") de l'espace libre. Le pavage P de Clibre nous per-
met de montrer que EL est une approximation de Clibre et le billage K nous
permet d'a�rmer que cette approximation peut être obtenue en un nombre �ni
d'�etapes.

4 L'algorithme EXPLORE

4.1 L'algorithme EXPLORE1

L'algorithme EXPLORE1 est utilis�e a�n de construire incr�ementalement
un pavage K pour tout espace compact X � IRn. Le principe de la m�ethode



consiste �a placer des balises dans l'espace X en commen�cant par un point initial
donn�e x� 2 X. Ainsi, la premi�ere balise L1 de l'ensemble de balises EL est le
point x�. Puis, EXPLORE1 s�electionne le point p 2 X le plus �eloign�e et qui
devient alors une nouvelle balise de EL. On continue cette proc�edure en s�elec-
tionnant �a chaque it�eration le point de X le plus �eloign�e possible des balises
pr�ec�edemment pos�ees. On peut remarquer que cela conduit �a diminuer la dis-
tance d'Hausdor� entre l'espace X et l'ensemble de points EL. De cette fa�con,
si une balise est pos�ee �a une distance r des balises pr�ec�edemment pos�ees on
est certain de r�ealiser un billage de l'espace libre avec des boules de rayon r=2.
En utilisant la densit�e de Rogers on montre que le nombre de balises espac�ees
de r est born�e et que, dans un espace born�e, si le nombre de balises augmente
ind�e�niment le rayon r ne peut que diminuer ce qui conduit n�ecessairement �a
une approximation de plus en plus �ne de l'espace libre.

L'algorithme EXPLORE1 est pr�esent�e ci-dessous. Il a pour param�etres
d'entr�ee la valeur de r�esolution souhait�ee " 2 IR, et x� 2 X le point de d�epart.
Ainsi, l'algorithme EXPLORE1 nous donne EL", l'ensemble des balises du
pavage �a "�pr�es de X.

L'algorithme est le suivant :

ALGORITHME EXPLORE1(x�; ")
begin
L1 = x�;
EL1 = fL1g
t = 1;
do
pt = p : maxp2X d(ELt; p);
Lt+1 = pt; /* on choisi la nouvelle balise */
ELt+1 = ELt [ fLt+1g;
"t = d(ELt; pt);
t = t+ 1

while("t�1 > ");
EL" = ELt�1 ;
return(EL");
end

L'algorithme commence de la mani�ere suivante : soit x� 2 X le point initial
donn�e nous initialisons EL1 = fL1g o�u L1 = x�, et nous appelons p1 le point
le plus �eloign�e de x�.

p1 : max
p2X

d(L1; p)

En accord avec notre d�e�nition L2 = p1 est le point le plus �eloign�e dans X
de L1. On pose EL2 = EL1 [ fL2g et "1 = maxp2X d(L1; p) pour �nir la
premi�ere it�eration. Il est clair que U (EL2; "1=2) est un billage de X et que
U (EL2; "1) est un pavage de X, c'est-�a-dire X � U (EL2; "1). Nous continuons
avec la deuxi�eme it�eration de l'algorithme: �etant donn�e un point p 2 X nous
consid�erons le minimum entre d(L1; p) et d(L2; p) c'est-�a-dire d(EL2; p) et nous
essayons de maximiser cette valeur entre tous les points de X :

p2 : max
p2X

d(EL2; p) = max
p2X

min
Li2EL2

d(Li; p)



La troisi�eme balise est alors L3 = p2 et "2 = maxp2X d(EL2; p). De même
qu'�a la premi�ere it�eration, U (EL3; "=2) et U (EL3; "2) repr�esente respective-
ment un billage et un pavage de X. D'une mani�ere g�en�erale, pour un ensemble
ELt avec t balises nous cherchons �a optimiser maxp2X d(ELt; p). D�es lors nous
notons pour t 2 IN� :

pt : max
p2X

d(ELt; p) = max
p2X

min
Li2ELt

d(Li; p)

En posant Lt+1 = pt nous obtenons notre (t+ 1)i�eme balise. Les ensembles
U (ELt+1; "t=2) et U (ELt+1; "t) sont respectivement un billage et un pavage de
l'ensemble X

Ainsi, chaque it�eration t se ram�ene �a un probl�eme d'optimisation. Etant
donn�e un instant t 2 IN�, EXPLORE1 est une fonction de la forme 2 :

EXPLORE1(t) =

(
Maximiser d(ELt; p)
sous la contrainte :
p 2 X

Etant donn�e que X est un espace born�e, nous avons le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 4.1 (Convergence) Soit X un espace compact, pour l'application de
EXPLORE1 en X :

lim
t!1

EXPLORE1(t) = 0 (4)

D�emonstration :
Soit t 2 IN� et EXPLORE1(t) = "t, il est �evident que Kt+1 = U(ELt+1; "t=2)

est un billage de X. De cette mani�ere, si s = s(X) nous obtenons:

�n � �n(Kt+1) =
(t+ 1) � Jn � ("t=2)

n

(s+ "t)n
�

volume des boules

volume du cube

ainsi pour (1�2� (�0=(t+1))
1

n ) > 0, c'est-�a-dire pour t > d2n�0n�1e, nous avons
le r�esultat suivant:

"t �
2s � (

�0n
t+1 )

1

n

1� 2 � (
�0n
t+1 )

1

n

(5)

Par cons�equent:

lim
t!1

EXPLORE1(t) � lim
t!1

2s � (
�0n
t+1 )

1

n

1� 2 � ( �0n
t+1 )

1

n

= 0

Ce qui nous donne le r�esultat cherch�e.

2: Attention, il faut di��erencier la proc�edureALGORITHME EXPLORE1(x�; ") de la
fonction EXPLORE1(t)



En utilisant le th�eor�eme 3.1 on peut donner le nombre d'it�erations T qui
rend EXPLORE1(T ) < ".

Th�eor�eme 4.2 (Existance)

Si T >

�
�0n � (s(X) + ")n

( "2 )
n

�
� 1 alors EXPLORE1(T ) < ": (6)

De ce fait, nous pouvons r�ealiser un pavage de X dont le rayon tend vers
0 et donc approcher tout point de X �a une distance " arbitraire. Dans la
suite de l'expos�e, nous proposons un algorithme similaire pour la construction
d'un pavage d'un sous-ensemble particulier de l'espace Clibre : l'espace libre �a
"�pr�es not�e C"libre. Cette construction est e�ectu�ee �a partir d'une con�guration
initiale q� donn�ee en utilisant des trajectoires d'un type particulier : les chemins
Manhattan.

4.2 Espace libre �a "-pr�es et chemins Manhattan

Dans cette partie nous d�e�nissons la notion d'espace libre �a "�pr�es. In-
tuitivement, on peut dire qu'une trajectoire dans cet espace passe toujours �a
plus de " des C-obstacles. Nous introduisons ensuite un type particulier de tra-
jectoire : les chemins Manhattan d'ordre k. Sur un tel chemin on ne d�eplace
qu'un degr�e de libert�e �a la fois. L'int�erêt de ces chemins est double : ils sont
facilement param�etrables et ils facilitent les calculs g�eom�etriques. Puis nous
pr�esentons l'algorithme EXPLORE ainsi que les r�esultats principaux qui for-
ment le c�ur de cette section.

4.2.1 L'espace libre �a "�pr�es
D�e�nition 4.1 (Espace libre �a "�pr�es) Etant donn�es " > 0 et la m�etrique d(x; y),
l'espace libre �a "�pr�es de Clibre est d�e�ni par :

C"libre = fq 2 Clibrejd(q;CB) � "g:

Un exemple de cet espace dans IR2 est montr�e sur la �gure 5. Evidemment
C"libre peut être compos�e d'une ou plusieurs composantes connexes born�ees.

4.2.2 Les Chemins Manhattan

Soit n 2 N�. On note }(n) l'ensemble des fonctions continues de I �a valeurs
dans IRn. Autrement dit :

'̂ 2 }(n) ()
�

'̂ : [0; 1]! IRn

�! ['1(�); : : : ; 'n(�)]

o�u chaque fonction 'i, i = 1; 2; : : :n est continue de [0; 1] dans IR. }(n) est
clairement un espace vectoriel r�eel.

Un chemin de IRn est, d'un \point de vue g�eom�etrique", l'ensemble image
'̂([0; 1]) = f'̂(�); � 2 [0; 1]g pour '̂ 2 }(n). Il est clair qu'un tel chemin '̂ en
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Fig. 5 - L'espace C"libre.

IRn admet plusieurs param�etrisations, par exemple sin(��2�) = cos(��2�+ �
2 )

pour � 2 I. De fa�con plus pr�ecise, on d�e�nit :

D�e�nition 4.2 (Relation d'�equivalence, classe d'�equivalence)

1. Soit '̂ et �̂ 2 }(n). Alors '̂ � �̂ si et seulement si :

(a) '̂(0) = �̂(0) et '̂(1) = �̂ (1)

(b) 9f : [0; 1]! [0; 1] tel que f est continue et 8� 2 [0; 1];
'̂(�) = �̂ (f(�)).

'̂ � �̂ d�e�nit une relation d'�equivalence dans }(n).

2. Un chemin de IRn est une classe d'�equivalence dans }(n) modulo la relation
d'�equivalence '̂ � �̂ , c'est-�a-dire un �el�ement de }(n)= �.

En pratique, nous identi�ons les chemins de IRn avec les fonctions de }(n),
c'est-�a-dire avec leurs repr�esentants.

Introduisons une norme sur l'espace vectoriel }(n). Pour '̂ 2 }(n), on pose :
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Fig. 6 - Une fonction '̂ 2 }(2), une autre ̂ 2M(2) et ses images en x1�x2

jj'̂jj1 = maxfjj'ijj1g pour i 2 f1; 2; : : : ; ng
o�u

jj'ijj1 = supfj'i(�)j1g t 2 [0; 1]

Ainsi, (}(n); jj jj1) devient un espace vectoriel norm�e.

D�e�nition 4.3 (Fonction Manhattan) On consid�ere le sous-ensemble M(n) de
}(n) des fonctions
̂ : [0; 1]! IRn, �! (1(�); : : : n(�)) d�e�ni de la mani�ere suivante:

̂ 2 M(n) si et seulement s'il existe une subdivision

(cj)j=0;1;::: ;N de [0; 1] : 0 = c0 < c1 < : : : < cN = 1

telle que : 8j 2 f0; 1; : : : ;N � 1g; 9kj 2 f1; 2; : : : ng tel que la fonction num�erique
kj soit a�ne sur [cj; cj+1] et chaque i, i 6= kj soit constante sur [cj; cj+1]

Autrement dit sur [cj; cj+1] seule la fonction kj peut être non constante (et af-
�ne). Une telle fonction ̂ est appel�ee fonction Manhattan.

Un exemple d'une fonction '̂ 2 }(2) et une fonction Manhattan ̂ 2M(2)
est montr�e dans la �gure 6a. Les images de deux fonctions, '̂([0; 1]) et ̂([0; 1])
sont montr�ees dans la �gure 6b. comme nous l'avons d�e�ni pr�ec�edemment la
fonction '̂ est compos�ee de deux fonctions continues 1 : I ! IR et 2 : I ! IR,
en plus seul un de deux fonctions peut être non constant dans chacune des
intervalles form�es par les subdivisions (cj)j=0;1;:::N , la �gure 6c montre cette
situation.

Comme pr�ec�edemment, on d�e�nit g�eom�etriquement un chemin Manhattan
comme l'ensemble image ̂([0; 1]) ou comme une classe d'�equivalence 3 modulo

3: On peut montrer que M(n) est dense dans }(n). Autrement dit, on peut approcher
toute courbe param�etr�ee continue, c'est-�a-dire tout chemin de IRn, d'aussi pr�es que l'on veut
par un chemin Manhattan. Soit :

8'̂ 2 }(n);8" > 0;9̂ 2M(n) : jj'̂� ̂jj1 < "



la relation �.

D�e�nition 4.4 (Chemin Manhattan d'ordre 1) Soit un syst�eme �a n degr�es de
libert�e et q� = (x1; : : : ; xn) une con�guration donn�ee de ce syst�eme, on d�e�nit un
chemin Manhattan d'ordre 1 et partant de q� comme l'application ̂1 : �! IRn o�u :

i(�) =

8<
:

xi pour 0 � � � (i�1)
n

xi +�i � (n � �� i) pour (i�1)
n
� � � i

n

xi +�i pour i
n
� � � 1

(7)

avec �i 2 IR.

Ce type de trajectoire consiste �a d�eplacer successivement un degr�e de libert�e
�a la fois, chacun �a son tour. De cette mani�ere ̂1 est not�e comme:

̂1 = (�1
1;�

1
2; : : : ;�

1
i ; : : : ;�

1
n) (8)

D�e�nition 4.5 (Chemin Manhattan d'ordre k) Soit un syst�eme �a n degr�es de
libert�e et q� = (x1; : : : ; xn) une con�guration donn�ee de ce syst�eme. On d�e�nit un
chemin Manhattan d'ordre k partant de q� comme la concat�enation de k chemins
Manhattan d'ordre 1. On note un tel chemin :

̂k = ̂11 � ̂
1
2 � : : : � ̂

1
k = (�1

1;�
1
2; : : : ;�

1
n; : : : ;�

j
i ; : : : ;�

k
n) (9)

O�u �j
i repr�esente le mouvement relatif du degr�e de libert�e i dans ̂1j . Ainsi,

̂10(0) = q�,̂
1
k(1) = q� et ̂1j�1(0) = ̂1j (1) pour j = 2; : : : ; k. Par exemple,

la �gure 7 repr�esente un chemin Manhattan d'ordre 5 pour un robot �a deux
degr�es de libert�e.

4.3 L'algorithme EXPLORE

Avant de d�e�nir l'algorithme EXPLORE en utilisant des chemins Man-
hattan nous d�e�nissons la post-image produite par ce type de chemins.

D�e�nition 4.6 (Ensemble de chemins Manhattan) Soient Clibre l'espace des
con�gurations d'un syst�eme �a n degr�es de libert�e et q 2 Clibre une con�guration de
cet espace. On note M(Clibre; `; q) l'ensemble de chemins Manhattan d'ordre k � `
o�u pour tout ̂k 2 M(Clibre; `; q); ̂(0) = q et ̂k([0; 1]) 2 Clibre et M(Clibre; `;EL) =S

q2EL
M(Clibre; `; q)

D�e�nition 4.7 (Post-image produite par les chemin Manhattan) Etant donn�e
un ensemble de balises EL de l'espace libre d'un syst�eme �a n degr�es de libert�e nous
d�e�nissons la \post-image" de EL produite par M(Clibre; `;EL) comme :

PstM(Clibre; `;EL) = fq = ̂(1)ĵ 2 M(Clibre; `;EL)g

c'est-�a-dire l'ensemble de toutes les con�gurations en Clibre pour lesquelles il existe
un chemin Manhattan d'ordre inf�erieur ou �egal �a ` et ayant comme point de d�epart
une balise Li 2 EL.

Dans la suite nous omettrons l'indice \k" pour tout chemin Manhattan
d'ordre k � ` en M(Clibre; `; q). C'est-�a-dire que nous l'�ecrirons uniquement ̂.
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Fig. 7 - Un chemin Manhattan dans l'espace des con�gurations

4.3.1 Description de l'algorithme

Nous d�e�nissons l'algorithme EXPLORE comme une variante de l'algo-
rithme EXPLORE1 La di��erence r�eside dans l'espace de recherche utilis�e
par la fonction d'optimisation de EXPLORE. Cet espace est la post-image
engendr�ee par l'ensemble de trajectoires Manhattan d'ordre inf�erieur ou �egale
�a une valeur ` donn�ee.

Si nous avons t balises et que nous appelons ELt l'ensemble de ces balises,
nous notons :

qt : max
q2PstM(Clibre;`;ELt)

d(q; ELt) = max
q2PstM(Clibre;`;ELt)

min
Li2ELt

d(Li; q)

la con�guration qt d�e�nit la nouvelle balise Lt+1 = qt. Nous arrivons alors
�a la d�e�nition de l'algorithme EXPLORE sous la forme d'un probl�eme d'op-
timisation:

EXPLORE(t) =

(
Maximiser d(ELt; q)
sous la contrainte :
q 2 PstM(Clibre; `; ELt)

Th�eor�eme 4.3 (Exploration) Soit q�; q� 2 C"libre nous avons la propri�et�e suivante
pour l'application de EXPLORE : Si EXPLORE(t) < " ^ q� 62 U(ELt; ") alors
C"libreq� 6= C"libreq� .
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Fig. 8 - Pavage de Clibre

D�emonstration par l'absurde :

Pr�emisses :

EXPLORE(t) < " � 8q 2 PstM(Clibre; `;ELt); d(q;ELt) < " (10)

q� 62 U(ELt; ") � d(q�; ELt) > " (11)

Hypoth�ese :

C"libreq� = C"libreq� (12)

Nous d�eduisons de 12 que :

9'̂ : I ! C"libreq� tel que '̂(0) = q�; '̂(1) = q� (13)

Soit � = f� 2 Ijd(ELt; '̂(�)) = "g, nous notons par �t la valeur maximale de �,
c'est-�a-dire:

�t = max� 2 �

Notons maintenant  L = (x1; x2; : : : ; xn) la balise la plus proche de '̂(�t) =
(x01; x

0
2; : : : ; x

0
n). Il est facile de voir que d( L; '̂(�t)) = " car d(q�; ELt) > ". (La

trajectoire traverse un ou plusieurs fois la boule Bl( L; "), voir �gure 8)



D'autre part nous avons de 13 que Bl('̂(�t); ") 2 Clibre. Ainsi, il existe un chemin
Manhattan ̂t en Clibre d'ordre 1 de  L �a '̂(�t) tel que :

̂t = (x01 � x1; x
0
2 � x2; : : : ; x

0
n � xn)

De ce fait, 9q� = '̂(�) 2 PstM(Clibre; `;ELt) tel que d(q�; ELt) = ", ce qui est
en contradiction avec 10.

La valeur de EXPLORE(t) nous renseigne en fait sur la topologie de
l'espace libre. En e�et, si �a l'instant t on n'a pas plac�e une balise �a moins
de EXPLORE(t) de la position but cela veut dire qu'il faudra passer par
un \couloir" de l'espace des con�gurations de diam�etre inf�erieur ou �egal �a
EXPLORE(t) pour atteindre le but.

Nous pouvons conclure du th�eor�eme pr�ec�edent que la di�cult�e de construire
un chemin entre deux con�gurations q�,q� appartenant �a la même compo-
sante connexe de Clibre avec l'algorithmeEXPLORE est li�ee �a la valeur "�

o�u :

"� = maxf" 2 IRjC"libreq� = C"libreq�g

Ainsi, pour " � "�, si EXPLORE(t) � " alors d(ELt; q�) � ". Autre-
ment dit, plus "� est grand plus EXPLORE trouvera rapidement une solution.
En�n, en utilisant le r�esultat de la convergence sur EXPLORE1 on montre
facilement que limt!1EXPLORE(t) = 0 et donc que l'on peut approcher
tout point de C"

libreq�
en un nombre �ni d'it�erations.

Th�eor�eme 4.4 (Convergence)

lim
t!1

EXPLORE(t) = 0 (14)

D�emonstration :
Par d�e�nition 8t EXPLORE(t) � EXPLORE1(t) ce qui d'apr�es le th�eor�eme 4.1

nous donne le r�esultat.

5 Am�eliorations �a l'algorithme EXPLORE

5.1 L'algorithme SEARCH

5.1.1 D�e�nition

Dans le chapitre pr�ec�edent nous avons d�e�ni M(Clibre; `; q�) comme l'en-
semble des chemins Manhattan dans l'espace libre partant de q�. Ainsi, nous
pouvons maintenant d�e�nir une fonction F : M(Clibre; `; q�) ! IR prenant
pour valeur la distance Euclidienne de l'extr�emit�e d'une trajectoire ̂q� 2
M(Clibre; `; q�) �a une con�guration q� 2 Clibre :

F (̂q� ; q�) = k̂q� (1)� q�k



Nous pouvons donc exprimer le probl�eme de la recherche d'un chemin Man-
hattan sans collision d'une con�guration q� �a une autre q� comme un probl�eme
d'optimisation [AMB 93]. Ce probl�eme s'exprime comme:

SEARCH(q�; q�) =

(
Minimiser F (̂q� ; q�)
sous la contrainte:
̂q� 2M(Clibre; `; q�)

S'il existe un chemin Manhattan ̂q� 2 M(Clibre; `; q�) reliant la con�gura-
tion initiale �a la con�guration �nale alors :

SEARCH(q�; q�) = 0

Bien qu'il n'existe pas de forme analytique de F , nous pouvons calculer
F (̂q� ; q�) pour tout ̂q� 2 M(Clibre; `; q�) et utiliser une m�ethode d'optimisa-
tion pour trouver un optimum (global ou local) �a cette fonction. Etant donn�ee
une m�ethode d'optimisation, on peut alors d�e�nir implicitement la pr�e-image
de q� produite par notre plani�cateur comme:

PL(q�) = fq 2 ClibrejSEARCH(q; q�) = 0g
La dimension de cette pr�e-image d�epend �a la fois du type d'algorithme

d'optimisation utilis�e et de la position du but q�. Dans le paragraphe suivant
nous proposons une am�elioration de cette fonction. Elle permet d'agrandir cette
pr�e-image et donc d'augmenter encore l'e�cacit�e de EXPLORE.

5.1.2 La \pr�e-image Manhattan" d'ordre 1

Soit un point �nal q� dans l'espace des con�gurations d'un syst�eme �a n
degr�es de libert�e. Il est possible de d�e�nir une r�egion o�u cette con�guration
peut être atteinte avec des d�eplacements \simples" [ERD 86, LMT 84], c'est-
�a-dire une r�egion o�u q� est \visible". Il existe plusieurs mani�eres de d�e�nir les
pr�e-images. Nous d�e�nissons un type particulier de pr�e-image: la \pr�e-image
Manhattan" d'ordre 1. Cette pr�e-image est d�e�nie grâce au pr�edicat MP . Soit
qa; qb 2 Clibre deux con�gurations d'un syst�eme �a n degr�es de libert�e; le pr�edicat
MP (qa; qb) est vrai si et seulement s'il existe un chemin ̂qa 2 M(Clibre; 1; qa)
tel que ̂qa (1) = qb.

D�e�nition 5.1 (Pr�e-image produite par les chemins Manhattan) Pour une
con�guration qa 2 Clibre la pr�e-image Manhattan de qa est d�e�nie par:

PM(qa) = fq 2 ClibrejMP (q; qa) = vraig (15)

La �gure 9 montre la pr�e-image pour deux con�gurations qa; qb 2 Clibre �
IR2. Notons que la pr�e-image de qa est beaucoup plus petite que celle de qb.

Evidemment, une trajectoire de q� �a q� existe s'il existe une trajectoire
̂q� 2 M(Clibre; `; q�) telle que d(̂q� (1);PM(q�)) = 0. Nous pouvons alors
d�e�nir la fonction F comme suit :

F (̂q� ; q�) =

�
0 si ̂q� (1) 2 PM(q�)
d(̂q� (1); q�) autrement
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Fig. 9 - La pr�e-image de deux points dans Clibre

5.2 G�en�eration e�cace de chemins Manhattan de Clibre

Si nous voulons appliquer les algorithmes SEARCH et EXPLORE, nous
devons être capables d'engendrer des trajectoires Manhattan d'ordre k � `
dans l'espace libre d'un syst�eme �a n degr�es de libert�e. Dans la suite de cette
section nous d�ecrivons une technique pour engendrer de telles trajectoires �a
partir d'un vecteur x 2 IRn�`.

5.2.1 L'ensemble propre d'une trajectoire Manhattan

Nous avons vu dans la section pr�ec�edente que tout chemin Manhattan ̂ 2
M(Clibre; `; q�) d'ordre k � ` pour un robot �a n degr�es de libert�e est cod�e de
la mani�ere suivante :

̂ = (�1
1;�

1
2; : : : ;�

1
n; : : : ;�

j
i ; : : : ;�

k
n) (16)

c'est-�a-dire que nous avons k�` con�gurations interm�ediaires fq1; q2; : : : ; qk�`g.
Nous d�e�nissons de cette fa�con :

D�e�nition 5.2 (Ensemble propre d'un chemin Manhattan) Soit ̂ un chemin
Manhattan d'ordre k � ` de M(Clibre; `; q0). On d�e�nit l'ensemble propre de ̂, not�e
Q(̂) = fq0; q1; : : : ; qk�`g; comme l'ensemble des con�gurations interm�ediaires de ̂
o�u

qm�1 = (x1; x2; : : : ; xi; : : : ; xn); qm = (x1; x2; : : : ; xi +�j
i ; : : : ; xn)

avec m = n � (j � 1) + i
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Fig. 10 - Le concept de rebondissement

5.2.2 Le \rebondissement" des trajectoires

Nous pouvons remarquer que toute trajectoire ̂ 2 M(Clibre; ; `; q�) est un
vecteur en IRn�` mais que le cas contraire n'est pas forc�ement vrai.

Par cons�equent, M(Clibre; `; q�) est un sous-ensemble de IRn�` et �evidem-
ment l'ensemble IRn�` � M(Clibre; `; q�) code des trajectoires avec collision.
Dans la suite nous proposons une s�emantique capable d'engendrer �a partir de
tout vecteur x̂ 2 IRn�` une trajectoire Manhattan ̂ 2 M(Clibre; `; q�). Pour
cela nous consid�erons que la trajectoire \rebondit" sur les C-obstacles. Ainsi,
la trajectoire originale de la �gure 10a se transforme-t-elle en la trajectoire de
la �gure 10b lors de la premi�ere collision et en la trajectoire 10c lors de la
deuxi�eme collision.

Notons x̂ = (x11; x
1
2; : : :x

1
n; : : : ; x

k
n) 2 IRn�k. La proc�edure de transformation

d'un vecteur x̂ en une trajectoire Manhattan est la suivante :
On calcule �a partir de q0 le d�ebattement A0 = [xmin

1 ; xmax
1 ] 2 Clibre parall�ele

�a l'axe x1 et �a travers q0. La valeur �1
1 est alors obtenue en fonction de q0 et x11;

�1
1 = rebond(q0; x11). On obtient alors q1 2 A0 tel que q1 = q0+(�1

1; 0; 0; : : : :0).
On ex�ecute la même proc�edure pour q1 a�n d'obtenir q2, et ainsi de suite jusqu'�a
la compl�ete obtention de l'ensemble propre de ̂.

L'id�ee g�en�erale de la fonction rebond est de trouver la con�guration qm,
atteinte en partant d'une con�guration qm�1 et en se d�epla�cant d'une distance

xji dans un intervalle Am (voir �gure 11). Si au moment de parcourir une

distance � < xji on arrive �a xmax
i ou xmin

i , la trajectoire \rebondit" et continue
dans le sens inverse. On ex�ecute alors cette même proc�edure pour le reste de
la valeur xji , c'est-�a-dire pour (xji � �).

Avec cette technique tout vecteur x 2 IRn�` code une trajectoire Manhattan
de longueur k � ` dans l'espace libre de C. Ainsi, nous pouvons coder toutes les
trajectoires Manhattan de longueur k � ` avec IRn�`. D'une mani�ere similaire
il est possible avec l'espace [1; 2; : : : ; t]� Rn�` de coder toutes les trajectoires
de M(Clibre; `; ELt). Dans ce cas, la valeur k 2 [1; 2; : : :; t] indique la balise Lk

de d�epart et x 2 IRn�` la trajectoire Manhattan.
Ainsi, les probl�emes d'optimisation pos�es par les algorithmes SEARCH et

EXPLORE peuvent être re�ecrits comme:

SEARCH(q�; q�) =

�
Minimiser F (̂q� ; q�)
̂q� 2 IR

n�`



qm

x2

x1

̂Am

q0

qm�1

xmax
i

xmin
i

Fig. 11 - Le segment Am calcul�e a partir d'une con�guration qm�1

EXPLORE(t) =

�
Maximiser d(ELt; ̂(1))
̂ 2 [1; 2; : : : ; t]� IRn�`

Nous obtenons �nalement l'Algorithme Fil d'Ariane comme la combinaison de
deux probl�emes d'optimisation :

Debut : L1  q0; EL fL1 = q0g; t 1

1. Execution de SEARCH : Si SEARCH(Lt; q�) = 0 alors un chemin a �et�e
trouv�e, sinon prendre la balise Lt+1 comme nouvelle con�guration de d�epart.

2. Execution d'EXPLORE: Placer une nouvelle balise Lt+1 avec la fonction
EXPLORE(t), EL  EL [ fLt+1g, y  t+ 1.

6 Exemple d'utilisation pour un robot mobile holonome

L'application principale que nous avons d�evelopp�ee de l'algorithme Fil d'Ariane
est un syst�eme parall�ele pour la plani�cation de trajectoires en \temps r�eel" de deux
robots �a six degr�es de libert�e [BES 93, ATC 93, MAT 93, MAT 93]. N�eanmoins, dans
cet article nous pr�esentons l'utilisation de l'algorithme Fil d'Ariane pour la plani�ca-
tion de trajectoires d'un robot mobile holonome �etant donn�e que cet exemple est plus
facile �a comprendre et plus didactique. Rappelons que dans ce probl�eme il s'agit de
trouver un chemin sans collision pour un v�ehicule pouvant tourner sur place. Dans la
maquette r�ealis�ee, l'utilisateur peut modi�er les positions des obstacles au cours du
d�eplacement du v�ehicule. Notre objectif est alors de replani�er imm�ediatement une
nouvelle trajectoire vers le but sans interrompre le mouvement du robot. L'objectif
vis�e est de montrer la rapidit�e du plani�cateur propos�e et la possibilit�e de construire
un plani�cateur global r�eactif.



but

pr�e-image

a b

Fig. 12 - La pr�e-image des mouvements \directs" au but et la pr�e-image PL.

6.1 Description et r�esultats exp�erimentaux

6.1.1 L'implantation de l'algorithme SEARCH

Dans cette application nous utilisons une version modi��ee des chemins Manhattan
pr�ec�edemment d�ecrits. Nous consid�erons un sous-ensemble discret de tous les chemins
partant d'une con�guration donn�ee q� et d'une longueur inf�erieure ou �egale �a d. Un
chemin ̂ est cod�e grâce �a k entiers positifs f�igi=0;k�1 qui codent l'angle entre deux
segments lin�eaires de longueur �egale �a d

k
. Dans un espace compl�etement libre, ce type

de trajectoire est seulement un ensemble de segments connect�es de longueur d
k
. Notons

qi le point initial de chacun des segments. Selon notre d�e�nition le robot tourne en
�i au point qi; ensuite, il ex�ecute un mouvement en ligne droite vers qi+1.

Dans un espace encombr�e d'obstacles ce codage peut aussi repr�esenter une tra-
jectoire sans collision �a condition d'utiliser la notion de \rebond". Lorsqu'un segment
fqi; qi+1g rentre en collision avec un obstacle, la valeur de �i est incr�ement�ee ou d�e-
cr�ement�ee jusqu'�a trouver une valeur �0i pour laquelle cette collision disparâ�t. On dit
que la trajectoire \rebondit" sur l'obstacle. En utilisant cette technique, un vecteur
d'entiers de dimension k repr�esente une trajectoire d'ordre k et de longueur d. On
peut remarquer que cette technique de codage permet une recherche dans l'espace de
chemins r�ealisables form�es d'une s�equence de rotations et de d�eplacements de longueur
�ni.

Pour tout chemin ̂ et donc pour tout vecteur de INk nous d�e�nissons la fonc-
tion F (̂; q�) comme suit : F (̂; q�) = 0 s'il existe un mouvement \direct" d'une des
con�gurations fqigi=0;k�1 au but et F (̂; q�) = mini=0;k�1 jjqi� q�jj sinon. Bien qu'il
n'existe pas de forme analytique pour F (̂; q�), un algorithme g�en�etique [GOL 89,
AMB 93] peut être utilis�e pour minimiser cette fonction de INk dans IR+.

L'ensemble des con�gurations pour lesquelles un mouvement direct au but est
possible d�e�nit implicitement une pr�e-image (voir �gure 12a). Une autre pr�e-image,



Fig. 13 - Deux chemins trouv�es par SEARCH.

de taille plus grande, est d�e�nie implicitement par la fonction F (̂; q�) et les algo-
rithmes g�en�etiques. Cette pr�e-image est d�e�nie comme l'ensemble des con�gurations
PL o�u pour tout q 2 PL l'algorithme g�en�etique est capable de trouver un chemin ̂
(\rotation" et \d�eplacement") partant de q et tel que F (̂; q�) = 0.

A titre d'exemple, et pour montrer que cette pr�e-image peut couvrir une partie
non n�egligeable de l'espace libre, nous pr�esentons dans la �gure 12b la pr�e-image en-
gendr�ee par SEARCH en utilisant des trajectoires d'ordre 10 avec une longueur de
segment �egale �a trois fois la longueur du robot. La r�egion noire repr�esente toutes les
con�gurations de d�epart pour lesquelles une trajectoire a �et�e trouv�ee vers la con�gu-
ration �nale montr�ee dans la �gure 12a. Cette r�egion correspond donc �a la pr�e-image
PL pr�ec�edemment d�e�nie. On peut remarquer en particulier que les obstacles n'ap-
partiennent pas �a cette pr�e-image.

Ainsi, partant d'une con�guration initiale, il su�t de placer une balise dans cette
pr�e-image pour trouver une trajectoire. La dimension de la pr�e-image est une bonne
indication du nombre de balises que devra d�eposer l'algorithme EXPLORE pour
trouver une solution. Plus elle est grande plus les chances d'y placer rapidement une
balise avec EXPLORE est �elev�ee.

Dans l'implantation de SEARCH nous utilisons des trajectoires form�ees de six
rotations et six d�eplacements. Les d�eplacements repr�esentent toujours trois fois la
longueur du v�ehicule. Ces param�etres sont d�e�nis exp�erimentalement. Ainsi, une tra-
jectoire pour l'algorithme SEARCH est repr�esent�ee de la mani�ere suivante :

(�1; : : : ; �i; : : : ; �6)

o�u chacun des �i est cod�e par un vecteur Si de 7 bits. Un chemin, comme ceux
montr�es dans la �gure 13, est trouv�e en 7 g�en�erations pour une population de l'al-
gorithme g�en�etique de 25 individus et dans un temps inf�erieur �a 0.05 secondes pour
une station de travail Sparc 2.

Lorsque le robot mobile est en train d'ex�ecuter une trajectoire, l'utilisateur peut,
en utilisant le simulateur, changer la position des obstacles. Le plani�cateur r�eagit
alors imm�ediatement et recalcule une nouvelle trajectoire. Par exemple, si la porte
repr�esent�ee dans la �gure 14 est ferm�ee avant que le robot ne la franchisse, le plani-
�cateur est capable de reconstruire instantan�ement une nouvelle trajectoire.



Fig. 14 - Plani�cation de trajectoires dans un environnement dynamique.

a b

Fig. 15 - La post-image produite par une balise.



6.1.2 Implantation de l'algorithme EXPLORE

L'espace de recherche de EXPLORE est directement inspir�e de l'espace des tra-
jectoires pr�ec�edemment d�ecrit pour SEARCH. Nous utilisons aussi un ensemble de
six entiers pour repr�esenter le chemin et nous suivons la même technique de rebon-
dissement pour engendrer des chemins dans l'espace libre. Nous ajoutons un nouvel
entier It �a cet ensemble pour coder la position de d�epart du chemin. La valeur de It
code l'indice de la balise de laquelle partira le chemin.

Un algorithme g�en�etique [BES 93, ATC 93, MAT 93, MAT 93, MAT 93] est utilis�e
pour maximiser la fonction EXPLORE(t). It et les �i sont cod�es par un vecteur Si
de 7 bits. Une trajectoire pour l'algorithme EXPLORE est repr�esent�ee de la mani�ere
suivante :

(It; �1; : : : ; �i; : : : ; �6)

Par cons�equent, nous d�e�nissons implicitement une post-image engendr�ee par
l'ensemble des balises et l'ensemble des trajectoires utilis�ees. La �gure 15b est la
post-image de la balise montr�ee dans la �gure 15a. La r�egion noire repr�esente la zone
qui peut être atteinte par des chemins d'ordre six et partant de cette balise.

L'algorithme EXPLORE consiste �a maximiser la distance aux balises d�ej�a pla-
c�ees en utilisant des trajectoires d'ordre six. La �gure 16 montre comment l'algorithme
EXPLORE place d'une mani�ere successive les balises dans l'espace libre du robot.
On peut remarquer la distribution uniforme des balises dans l'espace explor�e.

Fig. 16 - L'�evolution des balises dans l'espace libre.

7 Conclusion

Nous avons d�evelopp�e une technique pour la plani�cation automatique de trajec-
toire en robotique : l'algorithme Fil d'Ariane. Cette technique est compos�ee de deux
sous-algorithmes, EXPLORE et SEARCH. L'algorithme EXPLORE permet d'ap-
procher �a "-pr�es tout espace S connexe par arc. Nous avons d�e�ni une approximation
�a "-pr�es comme un ensemble EL de points de S tel que, pour toute con�guration q



appartenant �a S, il existe un point p de EL �a une distance inf�erieure ou �egale �a ". Nous
avons appel�e EL l'ensemble des balises. L'algorithme SEARCH est un algorithme de
plani�cation local qui ex�ecute la recherche d'un chemin d'une con�guration initiale �a
une con�guration �nale.

Les algorithmes EXPLORE et SEARCH ont �et�e exprim�es comme des probl�emes
d'optimisation sans contrainte sur IRn�` o�u n est la dimension de l'espace des com-
mandes utilis�ees pour parcourir S et ` l'ordre des trajectoires que l'on d�esire utiliser.
Grâce �a une m�ethode de d�ecodage : \ le rebondissement ", il est possible de transfor-
mer tout vecteur x̂ 2 IRn�` dans l'ensemble image d'un chemin ̂ de S. On dit alors
que x̂ code ̂.

Le but de l'algorithme Fil d'Ariane a �et�e d�e�ni comme suit : �a partir d'une con�-
guration initiale q� construire une approximation EL de l'espace de recherche S, c'est
le rôle de la fonction EXPLORE. Le but de l'algorithme SEARCH est de v�eri�er
si la nouvelle balise plac�ee par EXPLORE appartient �a la pr�e-image du but.

Nous avons montr�e que l'algorithme Fil d'Ariane est complet pour une r�esolution
donn�ee 4. Cette derni�ere propri�et�e vient du fait que l'algorithme EXPLORE assure
que : s'il existe un chemin d'une con�guration initiale q� �a une con�guration �nale
q� et que ce chemin est inclus dans un \tube" de rayon " appartenant enti�erement
�a l'espace libre, alors il existe un temps �ni T tel que EXPLORE est capable de
construire un chemin de q� �a q�. L'algorithme SEARCH est alors une am�elioration
de l'algorithme EXPLORE qui permet d'acc�el�erer la construction d'un chemin de
q� �a une con�guration particuli�ere q�.

Nous avons montr�e la validit�e de l'Algorithme Fil d'Ariane en d�eveloppant plu-
sieurs plani�cateurs. Celui d�ecrit dans cet article est un plani�cateur de trajectoires
pour un robot mobile holonome. Nous avons par ailleurs d�evelopp�e un plani�cateur
de trajectoires pour un bras manipulateur �a six degr�es de libert�e plac�e dans un envi-
ronnement dynamique. L'algorithme a montr�e sa capacit�e �a r�eagir �a des changements
rapides et impr�evisibles de l'environnement, c'est-�a-dire que l'algorithme peut-être
utilis�e comme un plani�cateur r�eactif pour certains probl�emes. Lorsqu'une trajec-
toire est calcul�ee et qu'un objet change de position, il est possible de re-plani�er, avec
un temps de r�eaction faible, une nouvelle trajectoire.La m�ethode de plani�cation que
nous avons propos�ee, r�eunit les avantages suivants :

1. elle ne fait pas appel au calcul de l'espace des con�gurations, mais elle peut en
fournir une approximation,

2. elle s'adapte naturellement �a la di�cult�e du probl�eme en trouvant la \bonne"
approximation de l'espace des con�gurations,

3. elle est facile �a impl�ementer même sur des machines massivement parall�eles,

4. et elle peut être utilis�ee dans d'autres probl�emes de plani�cation que celui de
la plani�cation de trajectoires.

4: \resolution complet"
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