
THESE

pr�esent�ee par

Remis BALANIUK

pour obtenir le grade de DOCTEUR

de l'INSTITUT NATIONAL POLYTECHNIQUE DE GRENOBLE

(Arrête minist�eriel du 30 mars 1992)

Sp�ecialit�e : Informatique

||

Identi�cation Structurelle

||

Date de soutenance : 3 septembre 1996

Composition du jury :

Pr�esident et rapporteur : Philippe CINQUIN
Rapporteur : Raja CHATILA

Examinateurs : Daniel BRUN-PICARD
Bernard ESPIAU
Emmanuel MAZER

Th�ese pr�epar�ee au sein du laboratoire GRAVIR - INRIA Rhône Alpes
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R�esum�e

Dans ce m�emoire nous proposons une m�ethode originale d'acquisition de mo-
d�eles : l'identi�cation structurelle. Nous nous pla�cons dans un cadre inter-
m�ediaire entre les m�ethodes de mod�elisation classiques et les m�ethodes bas�ees sur
l'apprentissage. Nous montrons que pour le cas d'une classe particuli�ere mais assez
g�en�erale de fonctions il est possible d'inf�erer automatiquement la forme d'�equation
qui repr�esente au mieux un certain processus physique, �evitant ainsi l'e�ort de
caract�erisation du mod�ele par le concepteur. L'acquisition des mod�eles est faite
suivant un protocole exp�erimental dans lequel l'identi�cation de param�etres est
restreinte �a des probl�emes n'ayant qu'une seule dimension d'entr�ee, diminuant
ainsi la quantit�e de donn�ees requises. Les mod�eles g�en�er�es par la m�ethode sont
facilement di��erentiables, am�eliorables et r�eutilisables. La m�ethode peut être par-
ticuli�erement utile en robotique o�u l'on rencontre souvent le type fonctionnelle
consid�er�e.





Abstract

In this thesis we propose an original method to models acquisition : the
structural identi�cation. Our work can be situated somewhere between classi-
cal modelisation methods and learning based methods. We show that in the scope
of a particular but quite general functional class it is possible to automatically
choose the best equation form to represent a physical process, avoiding the hard
work of model caracterisation that the designer should do. Our method uses an
experimental protocol where the parameters identi�cation is limited to one entry
dimension problems, reducting the amount of data required by the modelisation.
The models generated by our method can be easily di�erentiated, corrected and
reused. The method can be particularly useful in robotics where the functional
form the method hands can be easily found in many kinds of problems.
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Chapitre 1

Introduction

Dans ce m�emoire nous nous int�eressons au probl�eme de la mod�elisation en
robotique. Il s'agit globalement d'�etablir des programmes d'ordinateur permet-
tant de pr�edire la valeur de certaines variables d'un syst�eme robotique en fonction
d'autres variables de ce même syst�eme.

Par exemple, on voudra pr�edire la position cart�esienne de l'extr�emit�e d'un bras
manipulateur en fonction de la position de chacun de ses axes. Dans une exp�eri-
ence plus complexe o�u le bras porte une cam�era, on �etablira la relation entre la
position des degr�es de libert�e et la position d'indices visuels dans l'image vid�eo.
L'obtention de ces mod�eles a pour objectif le contrôle de ces syst�emes, ainsi on
cherchera �a piloter le bras pour obtenir une position cart�esienne donn�ee ou pour
obtenir une con�guration particuli�ere d'indices visuels dans l'image.

Nous connaissons aujourd'hui trois grandes approches au probl�eme de la mo-
d�elisation :

� La mod�elisation analytique sans retour d'exp�erience : de par ses
connaissances pr�ealables, le concepteur poss�ede l'ensemble des informations
n�ecessaires �a la construction de son programme. Par exemple, il connait
l'ensemble des param�etres et des lois lui permettant de passer de la position
des actionneurs �a celle de l'extr�emit�e du m�ecanisme consid�er�e.

� La mod�elisation analytique avec retour d'exp�erience : dans ce cas on
connâ�t les lois �xant les relations entre les variables mais on choisit d'inf�erer
�a partir de mesures exp�erimentales la valeur de certains des param�etres. Par
exemple, dans une op�eration de calibrage on cherchera �a d�eterminer par un
ensemble de mesures la longueur des segments m�ecaniques d'un robot, les
z�eros de ses codeurs ou les param�etres intrins�eques d'une cam�era.

� La mod�elisation par "bô�te noire" avec retour d'exp�erience : on
ne connâ�t pas les lois du syst�eme et on ne s'int�eresse qu'aux valeurs des



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

variables. Par une phase d'apprentissage, on cherche �a adapter un mod�ele
universel dont on va r�egler les param�etres.

En fait, l'ensemble de ces approches peuvent être mesur�ees �a l'aune des con-
naissances pr�ealables du mod�elisateur : de la connaissance parfaite �a l'absence
d'information a priori.

Mais il faut bien reconnâ�tre que d�es lors que l'on s'int�eresse �a faire entrer des
donn�ees exp�erimentales dans un processus de mod�elisation, les outils �a notre dis-
position sont ceux de l'identi�cation et en �n de compte ceux de la minimisation.
Les connaissances pr�ealables du mod�elisateur servent �a d�e�nir la fonction qui sera
utilis�ee pour le mod�ele. Ansi le mod�elisateur utilisera une m�ethode des moindres
carr�es ou un �ltre de Kalman pour d�eterminer les param�etres d'une �equation de
mesure ou, s'il ne poss�ede aucune information, il utilisera une proc�edure de propa-
gation arri�ere dans un r�eseau de neurones multi-couche pour d�eterminer les poids
a�ect�es aux arcs de ce r�eseau. Dans les deux cas il se sert de sa connaissance (ou
de son absence de connaissance) pour �xer la fonction dont il cherche �a d�eterminer
les param�etres. Nous disons qu'il choisit la structure de son mod�ele.

Dans ce m�emoire nous pr�esentons une alternative �a cette approche en d�e�nis-
sant une m�ethode qui pr�esente l'originalit�e de ne pas d�e�nir explicitement la

fonction utilis�ee dans le processus de mod�elisation. Nous appelons cette
m�ethode l'identi�cation structurelle car elle permet d'inf�erer certaines r�egles
de calcul de la fonction �a partir des donn�ees exp�erimentales. Ainsi le r�esultat de
notre m�ethode n'est pas un vecteur dans l'espace des param�etres �a estimer mais
un programme au sens informatique du terme.

D'un point de vue m�ethodologique notre contribution est d'avoir montr�e qu'il
existe des connaissances pr�ealables permettant de mettre en oeuvre des proc�ed�es
de mod�elisation se situant entre les approches de type "bô�tes noires" et les ap-
proches utilisant des �equations de mesure.

D'un point de vue th�eorique notre contribution est d'avoir mis en �evidence
une transformation fonctionnelle originale permettant la d�ecomposition r�ecursive
d'une certaine classe de fonctions. Notre m�ethode est bas�ee sur cette d�ecompo-
sition. Elle fait l'hypoth�ese que l'appartenance des fonctions de mod�elisation �a
cette classe fait partie des connaissances pr�ealables du mod�elisateur.

D'un point de vue pratique les avantages de notre m�ethode sont les suivants :

� La classe des fonctions consid�er�ee est su�samment large pour en permettre
l'application �a nombreux probl�emes et notamment en robotique,

� Les mod�eles peuvent être obtenus �a partir d'un nombre restreint d'exp�eriences,
ce nombre varie quasiment lin�eairement avec le nombre de variables d'entr�ees,
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� ces mod�eles sont exacts dans le cas de donn�ees non bruit�ees,

� ils permettent de calculer l'incertitude,

� ils sont di��erentiables et permettent le contrôle des syst�emes,

� ils peuvent être r�eutilis�es en cas de modi�cation du syst�eme. Dans ce cas
ils en retiennent la structure et peuvent s'adapter facilement aux nouvelles
conditions d'exp�erimentation.

D'un point de vue exp�erimental nous avons r�ealis�e une implantation informa-
tique de notre m�ethode suivie des exp�erimentations suivantes :

� nous l'avons v�eri��e sur un cas simul�e ou l'on connait la fonction que l'on
cherche �a identi�er (la cin�ematique directe d'un bras manipulateur �a six
degr�es de libert�e);

� nous l'avons utilis�e pour obtenir le mod�ele di��erentiel reliant les variables
articulaires aux positions d'indices visuels dans une image et �a partir de cela
faire l'asservissement visuel d'un bras �a six degr�es de libert�e.

Plan du m�emoire

Nous commen�cons par le chapitre 2 o�u nous proposons une �etude �a propos de
la pratique de la mod�elisation. Le chapitre a trois buts principaux :

� caract�eriser le domaine de recherche d'acquisition de mod�eles, son impor-
tance comme discipline scienti�que, ses concepts principaux et ses limita-
tions;

� pr�esenter une vision g�en�erale et structur�ee du domaine, en introduisant ses
principaux axes de recherche et en analysant quelques m�ethodes qui carac-
t�erisent bien chacun de ces axes de recherche;

� mettre en �evidence les points communs �a la plupart des m�ethodes de mod�eli-
sation existantes, même s'ils appartiennent �a des axes de recherche di��erents:

? le rôle central du concepteur dans la mod�elisation,

? le besoin d'une structure pr�econ�cue pour le mod�ele avant même l'utili-
sation des m�ethodes de mod�elisation,

? l'attention donn�ee presque exclusivement �a l'identi�cation de param�e-
tres au d�etriment des autres �etapes de la mod�elisation.
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Le chapitre 3 pr�esente le concept d'identi�cation structurelle et le situe par
rapport aux m�ethodes de mod�elisation pr�esent�ees au chapitre pr�ec�edent. Nous
montrons qu'il est possible, sous certaines conditions, d'inf�erer automatiquement
la structure d'un mod�ele. Ce chapitre pr�esente aussi la m�ethode qui fait l'objet
de cette th�ese. Nous montrons que la m�ethode peut mod�eliser toute fonction ap-
partenant �a un certain ensemble. Nous abordons encore quelques points pratiques
de la m�ethode, comme l'identi�cation des param�etres de fonctions partielles, et
pr�esentons aussi l'algorithme de la m�ethode.

Le chapitre 4 montre comment utiliser les mod�eles acquis par notre m�ethode,
et si n�ecessaire comment les transformer. Un des avantages de notre approche
est le fait de construire des mod�eles ouverts et simples, sur lesquels il est possible
d'appliquer une s�erie d'op�erations bien d�e�nies. On a acc�es �a toutes les donn�ees
internes du mod�ele, et cela nous permet de calculer les d�eriv�ees partielles, ou les
marges d'erreur. Ces informations nous permettent d'inverser le mod�ele ou de le
corriger. Nous proposons aussi une m�ethode de transformation des mod�eles exis-
tants permettant de r�eduire le nombre de saisies exp�erimentales.

Le chapitre 5 illustre l'application de la m�ethode et montre sa mise en �uvre
dans le cadre d'applications �a la robotique. Nous avons appliqu�e la m�ethode de
mod�elisation �a des probl�emes simul�es sous plusieurs conditions di��erentes : avec
et sans caract�erisation id�eale, en manipulant des donn�ees exp�erimentales bruit�ees
et non bruit�ees. Nous avons aussi appliqu�e la m�ethode �a un probl�eme r�eel en robo-
tique: la mod�elisation d'un syst�eme int�egr�e \vision-robotique" et son asservisse-
ment. Les r�esultats exp�erimentaux d�emontrent l'utilit�e de la m�ethode.

En�n, la conclusion pr�esente un r�esum�e du travail accompli et des r�esultats
obtenus ainsi qu'une vue prospective.



Chapitre 2

Revue des travaux

Ce chapitre a pour objectif de donner une vision g�en�erale et structur�ee du
domaine de recherche de l'acquisition de mod�eles. Le chapitre est organis�e de la
fa�con suivante :

� nous commen�cons en donnant une caract�erisation du domaine dans le para-
graphe 2.1;

� ensuite, dans les paragraphes 2.2 et 2.3 nous pr�esentons deux des points
de vue qui a notre avis caract�erisent les fa�cons d'attaquer le probl�eme de
l'obtention de mod�eles;

� nous terminons ce chapitre en faisant une synth�ese des divers points abord�es
dans le paragraphe 2.4.

2.1 Caract�erisation du domaine

Richalet [Ric91] d�e�nit le but de la mod�elisation comme suit:

\Le but de la science a toujours �et�e de tenter de plaquer sur une r�ealit�e physique
mesurable d'un monde ext�erieur sensible, une repr�esentation rationnelle, en fait
logico-math�ematique. L'objectif de la mod�elisation n'est donc pas nouveau et s'il
doit être rattach�e �a celui des Sciences exp�erimentales (Galil�ee), la mod�elisation
moderne apporte cependant une contribution sp�eci�que par :

� La rationalisation de la d�emarche, maintenant dot�ee de m�ethodes jus-
ti��ees th�eoriquement et implantables dans des calculateurs num�eriques puis-
sants dont l'e�cacit�e technologique, permet de r�ealiser des traitements au-
paravant inaccessibles.
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� Une r�eexion maintenant d�epassionn�ee et plus objective sur la con-
naissance. Qu'est-ce-que connâ�tre ? Que signi�e repr�esenter un processus
physique ? L'analyse physique telle que nous l'enseigne la d�emarche analy-
tique cart�esienne de la mise en �equations �a l'aide des \lois de la physique\,
est-elle le seul mode de repr�esentation du monde ? S'il y en a d'autres,
lequel choisir devant un probl�eme donn�e ? A ces questions sur lequelles se
sont heurt�ees des �ecoles de pens�ee, la mod�elisation apporte des r�eponses dont
l'e�cacit�e heuristique, c'est-�a-dire dans l'acception premi�ere du terme, qui
permet d'apprendre ou de d�ecouvrir, est prouv�ee dans la pratique profession-
nelle quotidienne" [Ric91].

Dans ce paragraphe nous analyserons la pratique de la mod�elisation. Notre
objectif ici est d'introduire ses concepts principaux, ses classi�cations et ses �etapes.

Avant de parler de mod�eles et des di��erentes fa�cons de les obtenir on doit
introduire les concepts de \variable", d'\�etat\ et de \structure\. La s�eparation
entre ces trois concepts est �a la base de la Th�eorie des Syst�emes ( [Ric91]):

� les VARIABLES sont des mesures e�ectu�ees sur le processus physique.

� l'�ETAT du syst�eme : on suppose qu'il existe un ensemble de variables par
lequel on peut d�e�nir compl�etement le syst�eme. L'ensemble des valeurs
prises par ces variables constitue l'�etat.

� la STRUCTURE : est le lien fonctionnel qui met en relation un ensemble
d'�el�ements et qui rend les variables non ind�ependantes. C'est sur cette struc-
ture suppos�ee que l'on va plaquer une repr�esentation logico-math�ematique
rationnelle. Suivant une d�emarche scienti�que classique, cette repr�esenta-
tion va être faite avec des �equations de type appropri�e qui contiennent des
param�etres [Ric91].

La mod�elisation fait l'hypoth�ese de l'existence d'une relation math�ematique
qui permet de calculer les valeurs des variables de sortie du mod�ele �a partir de
l'�etat du syst�eme, des valeurs des variables d'entr�ee et des valeurs des param�etres
�a trouver. Cette relation devra être capable de simuler pratiquement le processus.
On pourra donc �a partir d'un ensemble de param�etres choisi et d'un enregistrement
de donn�ees exp�erimentales r�eelles (les entr�ees), e�ectuer une simulation du mod�ele
et comparer, conform�ement en cela �a la d�e�nition du mod�ele, les comportements
du processus physique objet et de son mod�ele math�ematique.

La mod�elisation a, en premi�ere compr�ehension, deux extrêmes ([Ric91]):

� les mod�eles de connaissance o�u la repr�esentation des ph�enom�enes est
faite avec l'aide des lois de la physique;
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� les mod�eles de repr�esentation o�u l'on utilise une repr�esentation math-
�ematique du type \bô�te noire\, un outil math�ematique o�u les param�etres
sont identi��es en utilisant des donn�ees exp�erimentales.

Le mod�ele de connaissance est valable dans un domaine large, et les param�e-
tres qui interviennent dans les �equations d�e�nissant la structure sont r�ei�ables,
c'est-�a-dire qu'ils ont un \sens physique\. Il serait id�eal s'il n'�etait pas lourd,
cher et di�cile �a �etablir. Le mod�ele de repr�esentation, par contre, est facile �a
�etablir, mais limit�e. Ses param�etres n'ont pas un sens physique et n'ont qu'une
valeur locale. Cependant un mod�ele de repr�esentation e�cace dans un domaine
de fonctionnement donn�e peut être su�sant. Si on consid�ere le rapport e�ort
de mod�elisation/capacit�e de pr�edire le comportement un mod�ele de repr�esentation
peut être plus e�cace qu'un mod�ele de connaissance.

Il ne faut pas opposer ces deux types de mod�elisation et tout l'art du mod�eli-
sateur va justement être de savoir manipuler les deux concepts et de trouver un
compromis. En e�et, rares sont les cas o�u le mod�ele est purement de connais-
sance ou purement de repr�esentation. On ne s'interdit pas d'avoir des connais-
sances scienti�ques ant�erieures sur le processus et la mod�elisation ne se r�eduit pas
�a l'identi�cation d'une formule empirique par une technique d'estimation statis-
tique. Il faut utiliser toute information disponible au pr�ealable pour r�eduire le pro-
cessus en sous-syst�emes, choisir les variables �a identi�er sur une base physique,
etc [Ric91].

La mod�elisation apparâ�t souvent aux non initi�es comme se r�eduisant �a un
probl�eme d'identi�cation, d'analyse de donn�ees ou de \calage de mod�ele\. Les
di�cult�es viennent de la nature non-homog�ene du probl�eme o�u se m�elangent
des consid�erations structurelles, des m�ethodes de minimisation, des techniques
de recherche de protocoles d'essais.

Il convient de distinguer dans la mod�elisation trois grandes �etapes: la carac-
t�erisation, l'identi�cation et la v�eri�cation.

� la caract�erisation est l'�etape pendant laquelle on va structurer le mo-
d�ele math�ematique. On doit choisir une classe de mod�eles pour repr�esen-
ter l'objet. C'est une �etape qualitative o�u la caract�erisation de la connais-
sance pr�ealable va nous aider �a utiliser au maximum les informations a-priori
disponibles. Le mod�ele math�ematique choisi va être une structure d�ependant
d'un vecteur de param�etres inconnus.

� l'identi�cation du mod�ele consiste �a faire l'adaptation num�erique des pa-
ram�etres, le calage num�erique du mod�ele sur les donn�ees exp�erimentales.
Le but est de diminuer par une strat�egie quelconque la distance entre les
comportements de l'objet et du mod�ele. Cette distance minimale ne sera
en g�en�eral pas nulle car la caract�erisation n'est jamais parfaite, les mesures
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sont perturb�ees par les bruits et les traitements num�eriques se font avec une
pr�ecision de calcul limit�ee.

� la v�eri�cation permet de tester la validit�e du mod�ele. Pour cela on choisit
une m�etrique et on mesure la distance entre les comportements de l'objet et
du mod�ele au cours d'un certain nombre d'essais. Ces mesures seront ensuite
compar�ees �a une qualit�e requise.

Il existe bien des fa�cons d'attaquer le probl�eme d'obtention d'un mod�ele. De
nombreuses m�ethodes vont s'attaquer particuli�erement au sous-probl�eme de mi-
nimisation de la distance des comportements objet-mod�ele, et vont le r�esoudre
dans leur domaine de validit�e sp�eci�que. Cependant, on peut distinguer claire-
ment deux directions dans ce domaine: la mod�elisation dite \classique", bas�ee sur
les connaissances pr�ealables du concepteur (plus proche d'un mod�ele de connais-
sance) et la mod�elisation dite \adaptative", bas�ee sur les donn�ees exp�erimentales
(plus proche d'un mod�ele de repr�esentation). Pour un �etude de la th�eorie et des
m�ethodes du domaine de mod�elisation clasique voir [Lju87] et [Ric91]. Dans les
paragraphe 2.2 nous analyserons la mod�elisation adaptative.

2.2 Les m�ethodes adaptatives

L'objectif de ce paragraphe est d'analyser les m�ethodes de mod�elisation adap-
tatives, aussi connues comme les m�ethodes \bô�te noire". Nous voulons aussi
mettre en �evidence l'utilit�e de ces m�ethodes dans les cas o�u les informations pr�eal-
ables disponibles sur le processus �a mod�eliser sont tr�es limit�ees ou quand le syst�eme
�evolue dans des conditions incertaines. Dans ces cas il est impossible ou impra-
ticable de d�eriver d'avance une structure analytique e�cace avec propri�et�es �xes
pour le mod�ele. La structure g�en�erale des m�ethodes adaptatives, dotant le sys-
t�eme d'une forme d'apprentissage, permet une solution �a ce type de probl�eme.

Voir [SZL+95] pour une revue des m�ethodes de mod�elisation du type bô�te
noire, et [JHB+95] pour un �etude des bases math�ematiques de ces m�ethodes.

Les mod�eles adaptatifs sont le plus souvent des mod�eles de pure repr�esentation.
La mod�elisation avec une m�ethode adaptative r�eduit l'�etape de caract�erisation aux
choix et con�guration de l'outil adaptatif. Cette con�guration peut être assez com-
plexe. Elle ne d�ependra pas directement du processus �a mod�eliser, mais plutôt
des donn�ees qu'il faudra manipuler pendant l'�etape d'identi�cation. On sait d'une
fa�con g�en�erale que la caract�erisation est la phase la plus sp�eci�que et par l�a même
la plus coûteuse de toute mod�elisation. Cette repr�esentation apparâ�t donc comme
tr�es \�economique\. Elle va, au prix de plus de calcul, �eviter de d�epenser du temps
de r�eexion et être ainsi accessible �a tous.
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Le paradigme de base des m�ethodes adaptatives est qu'un syst�eme �a mod�eli-
ser peut être vu simplement comme une fonction entre ses entr�ees et ses sorties
[BF92]. Une seule hypoth�ese pr�ealable est �etablie �a propos de cette fonction :
si les entr�ees et les sorties du syst�eme sont repr�esent�ees par des valeurs contin-
ues la fonction doit avoir une forme continue. Cette fonction continue peut être
repr�esent�ee par une hypersurface liant l'hyperespace d'entr�ee �a l'hyperespace de
sortie [PG89]. Pour une m�ethode connexioniste, \apprendre\ c'est construire une
fonction qui soit une bonne reproduction de la vraie hypersurface d�e�nie par le
syst�eme �a mod�eliser. La construction de cette fonction est faite par la modi�ca-
tion d'une fonction initiale au fur et �a mesure que les donn�ees sont fournies. Cette
construction se fait par adaptation automatique des param�etres de la structure.

Le probl�eme de l'apprentissage d'une fonction entre un espace d'entr�ee et
un espace de sortie �equivaut au probl�eme de synth�ese d'une m�emoire associa-
tive qui retrouve la bonne sortie quand une entr�ee connue est pr�esent�ee, et qui
g�en�eralise quand une entr�ee inconnue est pr�esent�ee. Il �equivaut aussi au probl�eme
d'estimation d'un mod�ele qui transforme entr�ees en sorties �etant donn�e un ensem-
ble de paires entr�ees-sorties comme exemple [PG89]. Un cadre classique pour ce
type de probl�eme est la th�eorie de l'approximation.

La th�eorie de l'approximation traite le probl�eme d'estimer ou d'interpoler une
fonction continue �a plusieurs variables f(X) par une fonction F (W;X) ayant un
nombre de param�etres �xeW (X etW sont deux vecteurs r�eels: X = x1; x2; :::; xn
et W = w1; w2; :::; wm). On choisit une fonction F appartenant une famille
de fonctions interpolatrices, et le probl�eme de l'estimation devient alors celui de
choisir l'ensemble de param�etres W qui va permettre la meilleure approximation
possible de f dans l'ensemble d'exemples. Une famille de fonctions interpolatrices
a, en th�eorie, la propri�et�e de pouvoir approximer toute fonction continue. Cette
universalit�e fait la di��erence entre les m�ethodes classiques (o�u le choix d'une forme
fonctionnelle est sp�eci�que au probl�eme trait�e) et les m�ethodes adaptatives (o�u
une seule famille interpolatrice peut servir des probl�emes de mod�elisation de na-
ture di�erentes).

On distingue les m�ethodes adaptatives param�etriques et non param�etriques.
Une m�ethode param�etrique consiste �a d�eterminer un ensemble �ni de param�e-
tres libres d'une fonction math�ematique a�n que la fonction s'accorde aux don-
n�ees. La fonction est un mod�ele global qui prend en compte toutes les donn�ees
en même temps. Parmi les m�ethodes adaptatives param�etriques, on peut citer
les r�eseaux neuronaux [RMG86], les fonctions radiales de base [PG89], les cartes
\topology-conserving\ [RMS89], les r�eseaux \wavelet" [ZB92]. Une m�ethode non
param�etrique est aussi une fonction math�ematique qui contient un ensemble de
param�etres libres. Cependant le nombre et les valeurs des param�etres sont d�eter-
min�es �a chaque utilisation de la m�ethode �a partir d'un sous ensemble local des
donn�ees. Parmi les m�ethodes adaptatives non param�etriques, on peut citer les
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m�ethodes \memory-based\ [Atk90] [SA94], les m�ethodes de voisinage \n-nearest"
[MHJ92].

Dans ce paragraphe nous allons nous limiter �a l'analyse du sous domaine des
m�ethodes adaptatives param�etriques. Nous commen�cons en pr�esentant les r�eseaux
neuronaux dans le paragraphe 2.2.1. Dans le paragraphe 2.2.2 nous analysons la
robotique connexionniste. Nous terminons ce paragraphe en analysant les limita-
tions des m�ethodes adaptatives dans le paragraphe 2.2.3. Cette �etude est bas�ee
sur le rapport [BMA93] dans lequel nous analysons l'�etat de l'art de la robotique
connexioniste.

2.2.1 Les r�eseaux neuronaux

Parmi les m�ethodes adaptatives param�etriques, les r�eseaux neuronaux (ou sys-
t�emes connexionistes) sont devenus les plus populaires. Utilis�es comme outil de
mod�elisation les r�eseaux neuronaux peuvent apporter des r�esultats positifs rapi-
dement et sans beaucoup d'e�ort. Les termes et quelques concepts inspir�es de
la biologie attirent aussi la curiosit�e, et on a vu nâ�tre dans grand nombre de
domaines scienti�ques un important e�ort de recherche bas�e sur la mod�elisation
connexionniste.

En fait, la plupart des techniques d'approximation peuvent être pr�esent�ees sous
la forme d'un r�eseau qui peut imiter un \r�eseau neuronal\ 1. Dans le contexte
de notre analyse, un r�eseau est une fonction repr�esent�ee par la composition d'un
grand nombre de fonctions de base. Un r�eseau, apr�es tout, peut être une bonne
repr�esentation graphique pour une grande classe d'algorithmes.

Dans le domaine traditionnel des r�eseaux neuronaux, on trouve parmi les
m�ethodes les plus populaires: les perceptrons multicouches (et leur algorithme
d'apprentissage \back-propagation") [RMG86], les perceptrons multicouches r�ecur-
rents, les r�eseaux de Hop�eld [Kha90], les cartes de Kohonen [Koh82], la machine
de Boltzmann [Kha90]. Ces m�ethodes ont en commun seulement le fait d'utiliser
la fonction sigmo��de comme fonction de base dans des compositions repr�esent�ees
sous la forme de r�eseau. Chaque m�ethode a son algorithme pour trouver l'ensemble
de param�etres W optimal.

D'autres m�ethodes \non-neuronales,\, comme le GRBF (fonctions radiales de
base g�en�eralis�ees) [PG89] ou les r�eseaux \wavelets" [ZB92], sont repr�esent�ees aussi
sous la forme de r�eseau mais en utilisant une fonction de base di��erente.

L'architecture la plus utilis�ee parmi les r�eseaux neuronaux est celle des r�eseaux
multicouche (�gure 2.1) dont l'apprentissage est e�ectu�e �a l'aide de l'algorithme

1Plusieurs cas parmi les r�eseaux neuronaux devraient s'appeler r�eseaux non-neuronaux, car
leur lien aux neurones biologiques, dans le meilleur des cas, est faible
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de la r�etro propagation du gradient (back-propagation) [RMG86], et qui peut être
repr�esent�ee par le sch�ema suivant :

F (X;W ) = g(
X
n

wn:g(
X
i

wi:g(:::g(
X
j

wj :xj):::))) 8X 2 <n (2.1)

Dans le cas de la fonction ci-dessus, il s'agit d'un r�eseau �a n couches dont n�2
couches cach�ees. Les unit�es (neurones) de chaque couche calculent leurs entr�ees
comme une combinaison lin�eaire des sorties des unit�es de la couche pr�ec�edente
pond�er�ees par les poids des connexions W qui lient les unit�es des couches suc-
cessives. Cette entr�ee est ensuite transform�ee en sortie par l'interm�ediaire d'une
fonction d'activation sigmo��de g. Ce type de fonctions a connu un succ�es consid-
�erable dans le domaine des r�eseaux neuronaux même s'il n'est pas courant dans
la litt�erature relative �a la th�eorie de l'approximation [PG89].
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Figure 2.1 : R�eseau neuronal �a trois couches et �a base de sigmo��des

Les r�esultats th�eoriques prouvent que ces r�eseaux �a couches ont la capacit�e
d'estimer avec une erreur arbitraire toute fonction continue, pourvu que le r�eseau
contienne un nombre su�sant de param�etres [HN89] [Fun89].
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2.2.2 La robotique connexionniste

Le but de ce paragraphe est d'illustrer et de mieux comprendre les classes
d'application pour lesquels les m�ethodes adaptatives peuvent être utiles. Comme
pour le paragraphe pr�ec�edente nous allons nous limiter aux m�ethodes connexio-
nistes, et pour pouvoir analyser le sujet un peu plus en d�etail nous limiterons
l'analyse �a l'utilisation des r�eseaux neuronaux �a la robotique.

Il reste entendu que lorsque l'on parle dans ce paragraphe de ce que ne peuvent
pas faire les r�eseaux neuronaux, on se r�ef�ere aux m�ethodes actuellement existantes
et �etudi�ees. On ne peut pr�ejuger de ce que seront les m�ethodes futures, ni des
r�esultats �a venir des recherches en cours sur certains aspects encore mal compris
des r�eseaux.

Les r�eseaux neuronaux sont devenus sujet de recherche obligatoire dans la robo-
tique. La quantit�e importante de probl�emes encore sans solution, la complexit�e
de ces probl�emes, la nature des donn�ees manipul�ees, d�e�nissent un cadre parfait
pour que l'appel s�eduisant des r�eseaux neuronaux soit irr�esistible. La robotique
connexionniste s'ins�ere dans le domaine de recherche appel�e \machine learning\,
qui recherche les solutions non-conventionnelles �a ces probl�emes.

Traditionnellement les roboticiens utilisent les m�ethodes d'identi�cation de pa-
ram�etres (optimisation param�etrique). Cependant, pour plusieurs probl�emes de
robotique, comme par exemple l'obtention d'une matrice d'inertie, la complex-
it�e de l'analyse peut rendre la construction d'un mod�ele analytique impraticable,
sinon presque impossible. Dans tous les cas les mod�eles analytiques s'av�erent être
des simpli�cations d'un monde r�eel trop complexe, et le roboticien traditionnel se
voit oblig�e de conditionner l'environnement o�u son robot doit �evoluer pour que
son mod�ele soit valable.

De nombreux chercheurs ont �et�e attir�es par la possibilit�e de remplacer les
lourds mod�eles analytiques par les bô�tes noires des r�eseaux neuronaux. Ils imagi-
naient qu'il su�rait de mettre �a l'int�erieur les donn�ees r�eelles, bruit�ees, pour d�e�nir
ainsi un mod�ele encore capable de continuer �a apprendre devant les impr�evus du
monde r�eel.

Ce sont les principales propri�et�es des r�eseaux neuronaux qui sugg�erent les
applications possibles en Robotique [BMA93]:

� les possibilit�es d'auto-organisation et d'apprentissage propres aux r�eseaux
neuronaux les rendent potentiellement adapt�es au probl�eme de l'apprentis-
sage des robots (robot learning). Ce probl�eme est caract�eris�e par l'obligation
de prendre en compte des donn�ees sensorielles bruit�ees, des erreurs de con-
trôle, des environnements changeant de mani�ere dynamique et des situa-
tions o�u il est n�ecessaire d'apprendre directement par l'exp�erience. C'est
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sans doute l�a que se portent aujourd'hui les principales recherches dans
le domaine de la robotique connexionniste. En fait, comme le signalent
plusieurs auteurs, la propri�et�e importante des r�eseaux est d'être des esti-
mateurs adaptatifs de fonctions non-lin�eaires. Cette propri�et�e permet de
les utiliser comme des classi�eurs dot�es de capacit�es d'apprentissage et de
g�en�eralisation (interpolation et extrapolation), et surtout comme des proc�e-
dures g�en�erales d'apprentissage de fonctions non-lin�eaires. Cette derni�ere
fonction des r�eseaux les rend particuli�erement adapt�es �a la r�esolution d'un
probl�eme typique de la Robotique, celui de l'apprentissage de comporte-
ments construits sur des mises en correspondance entre les donn�ees capteurs
et actionneurs.

� les r�eseaux r�ecurrents permettent de m�emoriser des s�equences temporelles,
et donc des suites discr�etes d'actions �a ex�ecuter.

� les algorithmes parall�eles d'optimisation issus du connexionnisme, tels que
les r�eseaux r�ecurrents pour l'optimisation ou les algorithmes g�en�etiques, peu-
vent être utilis�es pour r�esoudre les probl�emes d'optimisation rencontr�es en
robotique. C'est le cas dans le domaine de la recherche de trajectoires.

� les propri�et�es neuromim�etiques des r�eseaux neuronaux permettent de les
appliquer �a la programmation et au contrôle des robots en utilisant les r�e-
sultats des recherches men�ees en psychophysiologie et en neurophysiologie
sur les traitements sensori-moteurs mis en �uvre dans les activit�es cognitives
animales.

� la propri�et�e dite d'unicit�e de l'architecture fonctionnelle des r�eseaux (dans un
r�eseau, c'est la même structure physique qui apprend, s'organise, m�emorise,
traite les donn�ees d'entr�ees et g�en�eralise aux cas non-appris) ram�ene �a l'id�ee
d'indissociabilit�e des di��erentes fonctions d'un syst�eme cognitif (perception,
d�ecision, action), et donc �a l'indissociabilit�e des �etudes de ces fonctions.
L'utilisation de cette propri�et�e parâ�t être un moyen de r�esoudre le probl�eme
pos�e par ce que l'on appelle en IA la fragilit�e des syst�emes symboliques
(brittleness), et qui est leur incapacit�e �a prendre en compte simultan�ement
tous les aspects du raisonnement d'une mani�ere syst�ematique et �a l'int�erieur
d'un cadre uni��e.

� en�n les r�eseaux neuronaux, parce qu'ils permettent de revenir au concept
plus large de r�eseau d'automates par le biais de ce que l'on appelle au-
jourd'hui le macro-connexionnisme, conduisent �a faire le lien avec les th�eories
de l'�emergence comportementale �etudi�ees aujourd'hui en robotique et en in-
telligence arti�cielle distribu�ee (th�eorie des r�eseaux d'agents r�eactifs).

Cependant, malgr�e le grand nombre d'exemples d'applications prometteuses,
il faut reconnâ�tre que l'utilisation des r�eseaux neuronaux dans la robotique vit
encore dans son moyen-âge [Ber93]. Il n'existe pas encore de syst�emes robotiques
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neuronaux, seulement des solutions satisfaisantes pour quelques probl�emes sp�e-
ci�ques. D'une fa�con g�en�erale les r�ealisations exp�erimentales sont faites pour
être d�emonstratives d'un concept mais n'indiquent jamais un niveau de maturit�e
\pr�eindustrielle\ [BMA93].

La recherche dans le domaine de la robotique connexioniste est partag�ee. Du
côt�e de l'exp�erimentateur l'utilit�e d'utiliser des r�eseaux \en aveugle\ pour d�emon-
trer la validit�e des outils employ�es est mise en cause. Du cot�e du th�eoricien les
e�orts se concentrent sur l'utilisation des r�eseaux neuronaux pour l'estimation
fonctionnelle, et il devient alors di�cile de justi�er particuli�erement cette ap-
proche face �a d'autres approches (ondelettes, fonctions radiales de base, estima-
tions param�etrique et non param�etrique).

De notre point de vue, l'utilisation des r�eseaux neuronaux en robotique pos-
s�ede au moins le grand m�erite de remettre en question un certain nombre de
\dogmes\ concernant la plani�cation, la mod�elisation et l'utilisation des capteurs
en robotique \classique".

2.2.3 Limitations des m�ethodes adaptatives

Utiliser une m�ethode adaptative, bas�ee seulement sur les donn�ees exp�erimen-
tales, apporte l'�enorme avantage de dispenser d'un mod�ele analytique. Mais bien
sûr il y a un prix �a payer pour cela: le caract�ere approximatif des r�eponses du mo-
d�ele. La qualit�e de cette approximation d�epend essentiellement de trois conditions:
des donn�ees exp�erimentales utilis�ees (leurs nombre et leurs marges d'erreur), de
l'e�ort dispens�e au processus convergent d'adaptation de leurs param�etres et de
la con�guration de l'outil adaptatif.

Même si une m�ethode adaptative peut prouver formellement être capable de
bien estimer une fonction lisse, dans la pratique il restera toujours une question
fondamentale �a laquelle il faut r�epondre: combien d'exemples sont ils n�ecessaires
pour obtenir un degr�e de pr�ecision requis [Sto82] ? Il est bien connu que la r�eponse
d�epend de la dimension d et du degr�e de lissage (smoothness) p de la classe de
fonctions �a estimer [Sto82] [Sto85] [Lor86]. Ces �etudes prouvent que le nombre
d'exemples n�ecessaires pour bien estimer une fonction croit �enorm�ement avec la
dimension de l'espace dans lequel elle est d�e�nie, bien que cet e�et soit att�enu�e
par un haut degr�e de lissage de la fonction [PG89].

Pour une illustration quantitative prenons les consid�erations de Stone [Sto82].
Il a �etudi�e une classe de probl�emes d'estimation non-param�etrique et il a calcul�e
le taux de convergence optimal �n, c'est �a dire, une mesure de la pr�ecision qu'on
peut esp�erer d'une approximation �a partir d'un nombre donn�e d'exemples n. Il
a montr�e qu'en utilisant la regression polynomiale on peut atteindre le taux de
convergence optimal donn�e par l'�equation 2.2.
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�n = n�
p

2�p+d (2.2)

o�u p indique le nombre de variables du probl�eme et d indique combien de fois
la fonction est di��erentiable.

Pour une fonction deux fois di��erentiable avec deux variables, par exemple, il
faut 8000 exemples pour obtenir �n = 0:05, mais si cette fonction d�epend de 10
variables le nombre d'exemples n�ecessaires pour obtenir le même taux de conver-
gence augmente �a 109. Par contre, si cette fonction de 10 variables �etait 10 fois
di��erentiable 8000 exemples su�raient pour obtenir �n = 0:05.

Les r�esultats montr�es ci-dessus sont optimaux, mais on ne doit pas esp�erer
qu'ils seront atteints par les m�ethodes adaptatives pr�esent�ees, même si une con-
�guration optimale de la m�ethode (nombre et valeurs des param�etres) est choisie.
Dans les cas pratiques ces quantit�es auront une tendance �a s'�elargir.

Cette caract�eristique des m�ethodes adaptatives, d'avoir besoin d'un grand
nombre d'exemples, surtout pour les probl�emes �a plusieurs variables, peut limiter
leur utilit�e pratique. Pour beaucoup d'applications potentielles, le besoin d'obtenir
une base d'exemples d'un ordre de grandeur �elev�e peut devenir un obstacle insur-
montable. Le nombre d'exemples d�etermine aussi l'e�ort de calcul n�ecessaire pour
trouver les bonnes valeurs des param�etres de la structure, et dans la pratique les
essais d'\apprentissage\, ou d'adaptation des param�etres, peuvent demander une
grande puissance de calcul.

Le probl�eme de la con�guration de l'outil adaptatif est aussi tr�es complexe.
D�ej�a, il faut choisir la m�ethode la plus adapt�ee �a un probl�eme de mod�elisation
particulier. Puis, dans la m�ethode choisie il y aura un certain nombre de choix �a
faire pour sa con�guration avant de r�ealiser l'identi�cation des valeurs des para-
m�etres. Le comportement de la m�ethode d�epend beaucoup de cette con�guration.
Le choix non averti de cette con�guration peut rendre impossible une mod�elisa-
tion de bonne qualit�e. MacKay pr�esente dans [Mac92] une �etude approfondie de
la comparaison et r�egularisation de mod�eles adaptatifs dans un cadre bayesien.
Cependant, même s'il existe un support th�eorique pour le choix de la con�gura-
tion des m�ethodes, dans la pratique on peut avoir beaucoup de di�cult�e �a s'en
servir. Cette di�cult�e limite l'int�erêt initial d'utiliser les m�ethodes adaptatives
comme outil rapide et simple de mod�elisation.
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2.3 Une approche probabiliste de la mod�elisation

Dans ce paragraphe nous analyserons la mod�elisation dans le cadre des sys-
t�emes autonomes. Dans le paragraphe 2.3.1 nous proposons une r�eexion �a pro-
pos de la mod�elisation traditionnelle pr�esent�ee jusqu'ici dans ce chapitre. Dans le
paragraphe 2.3.2 nous pr�esentons l'approche probabiliste de mod�elisation.

2.3.1 La mod�elisation des ph�enom�enes complexes

Dans les deux paragraphes pr�ec�edents nous avons �etudi�e deux points de vue
de la mod�elisation par l'identi�cation de param�etres: la mod�elisation classique
et les m�ethodes adaptatives. Ces deux points de vue divergent entre eux par la
fa�con de d�eterminer la structure fonctionnelle du mod�ele. La mod�elisation clas-
sique est bas�ee sur la caract�erisation des structures analytiques mieux adapt�ees �a
un probl�eme donn�e, alors que les m�ethodes adaptatives sont bas�ees sur les outils
g�en�eraux d'interpolation (�eliminant ainsi le besoin d'une caract�erisation).

Toutes les m�ethodes de mod�elisation pr�esent�ees ont pourtant quelques points
en commun:

� Ces m�ethodes supposent une compl�ete d�ependance du mod�ele au concepteur.
Le rôle de ce concepteur varie beaucoup d'une m�ethode �a l'autre, mais il doit
au moins choisir les variables du syst�eme �a mettre en relation dans le mod�ele
ainsi que la structure du mod�ele.

� L'automatisme dans les m�ethodes se limite principalement �a l'identi�cation
des param�etres de la structure (dans certaines m�ethodes il existe aussi une
s�election automatique des donn�ees qui maximisent un crit�ere de gain d'in-
formation [AO90], [PW93]).

� Les m�ethodes manipulent des donn�ees experimentales. Toute variation des
valeurs contenues dans ces donn�ees, en dehors d'une relation fonctionnelle
suppos�ee par le concepteur, est vue comme du bruit. Aucune information
n'est retenue de ces variations.

� Si le \bruit\ contenu dans les donn�ees entrâ�ne une erreur d'estimation (et
une incertitude) des param�etres au-del�a d'un seuil acceptable (iso-D mini-
mum �elev�ee) le mod�ele n'a aucune utilit�e.

Il est clair que la pratique de la mod�elisation bas�ee sur les outils pr�esent�es
dans ce chapitre est d'une grande utilit�e pour une grande classe de probl�emes
sp�eci�ques. On note cependant le rôle pr�eponderant du concepteur dans ces m�e-
thodes, ainsi que la di�cult�e �a manipuler les incertitudes. Ceci peut dans certains
cas rendre la mod�elisation impraticable.
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Il faut chercher une nouvelle dimension pour la mod�elisation, o�u l'on envisage
l'automatisation de toutes les �etapes de la conception d'un mod�ele, et non plus
seulement l'identi�cation des param�etres. L'�etude des syst�emes autonomes fait
partie de cette d�emarche.

Un syst�eme autonome doit être capable de construire lui même les repr�esen-
tations calculables de son interaction avec l'environnement, bas�e sur les connais-
sances pr�ealables, l'exp�erience et l'observation de ces interactions. Il doit être
capable d'�etablir des relations entre ses variables sensorimotrices, de trouver une
structure pour repr�esenter ces relations, de faire le calage objet-mod�ele, de v�eri�er
la validit�e de son mod�ele, d'utiliser ses erreurs d'estimation comme information
soit pour re-estimer ses param�etres, soit revoir la structure de son mod�ele, ou
encore r�etablir les relations entre ses variables. Il doit remplacer le modelisateur.

L'�etude des syst�emes autonomes est �a pr�esent seulement une direction de
recherche �a suivre. Plusieurs domaines scienti�ques s'y int�eressent (sciences cog-
nitives, intelligence arti�cielle, robotique, etc.), mais il n'existe pas encore de m�e-
thodes g�en�erales ou d'outils disponibles.

Dans la suite de ce paragraphe on analysera une approche qui sugg�ere une
direction nouvelle dans l'�etude de l'acquisition autonome de mod�eles.

2.3.2 Description de l'approche

Dans ce paragraphe nous allons pr�esenter une approche de mod�elisation qui
propose l'utilisation des probabilit�es comme outil pour acqu�erir, repr�esenter et
exploiter les d�ependances entre variables d'un syst�eme autonome (voir [LBM94],
[Ded95], [BDML94]).

La force de cette approche, par rapport �a la mod�elisation classique, vient du
fait d'utiliser un seul paradigme (les distributions de probabilit�es) pour repr�esen-
ter �a la fois les connaissances pr�ealables du concepteur, les connaissances acquises
a posteriori, la structure, l'�etat du mod�ele et les incertitudes.

Un autre avantage de l'approche est sa structuration. Les connaissances sont
d�ecrites toutes de la même fa�con, mais contrairement aux m�ethodes \bô�tes noires"
adaptatives, on garde une vue structur�ee du mod�ele et de l'origine de toute forme
param�etrique qui mette les variables du syst�eme en relation. Les changements du
mod�ele par le concepteur peuvent donc se faire facilement et n'invalident pas les
donn�ees acquises dans le pass�e.

Un mod�ele dans cette approche ne d�ecrit pas les aspects d'une r�ealit�e physique,
mais des �etats de connaissancedu syst�eme. L'approche n'entretient jamais l'ambigu��t�e
entre le mod�ele et la realit�e. Un �etat de connaissance est d�etermin�e par toutes les
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informations disponibles et il �evolue avec l'arriv�ee de nouvelles informations. Un
�etat de connaissance prend en compte ses connaissances mais aussi son ignorance.

Les mod�eles classiques ne peuvent rien faire avec les variations des donn�ees en
dehors des valeurs pr�evues par une structure pr�econ�cue. Un mod�ele bas�e sur les
probabilit�es peut se servir des donn�ees bruit�ees ou des informations incompl�etes,
en associant aux valeurs calcul�ees une probabilit�e.

Les deux propri�et�es de cette approche: l'existence d'un paradigme unique pour
la manipulation des donn�ees et des connaissances de plus haut niveau et la struc-
turation des connaissances, d�e�nissent un cadre favorable �a l'automatisation de
toutes les �etapes de la mod�elisation.

On peut envisager une classe de processus d'auto analyse pour faire �evoluer la
structure même du mod�ele. Un processus d'auto analyse devra prendre en compte
les erreurs d'�evaluation du mod�ele, les incertitudes et les impr�evus, et analyser la
structure du mod�ele en manipulant les connaissances d�ecrites par le concepteur
de la même fa�con qu'il manipule les autres propositions.

Dans [Ded95] Dedieu propose une d�emarche pour la gestion de l'impr�evu par
les syst�emes autonomes fond�ee sur cette approche probabiliste.

Repr�esentation des connaissances

Cette approche est bas�ee sur une vision probabiliste de la logique. La th�eorie
des probabilit�es interpr�et�ee comme une extension de la logique a �et�e propos�ee par
Jaynes [Jay95].

En utilisant la logique, on peut partir d'un ensemble de propositions vraies
(axiomes) et produire de nouvelles propositions vraies (th�eor�emes).

On peut aussi prouver qu'une proposition donn�ee est vraie ou fausse. Les
\probabilit�es logiques\ (PaL - de l'anglais \Probability as Logic\) associent une
probabilit�e d'être vraie ou fausse aux propositions. A la place de produire de
nouveaux th�eor�emes par d�eduction, PaL calcule la probabilit�e d'une proposition
d'être vraie �etant donn�ee la probabilit�e d'autres propositions. Un \�etat de connais-
sance\ d'un syst�eme d'inf�erence probabiliste est une distribution de probabilit�es
sur l'ensemble des propositions du syst�eme.

Les probabilit�es des propositions sont combin�ees les unes avec les autres en
suivant les r�egles suivantes:

P (ABjX) = P (AjX)P (BjAX) = P (BjX)P (AjBX) (2.3)
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P (AjX) + P (AjX) = 1 (2.4)

o�u A et B sont des propositions, X est la connaissance pr�ealable, \AB\ �equi-
vaut �a \A et B\, \A\ �equivaut �a \non A\ et \P (AjB)\ signi�e \la probabilit�e de
A être vraie �etant donn�ee que B soit vraie\.

Cox ([Cox79]) a montr�e que la logique est un cas particulier de la th�eorie PaL
o�u les propositions ont soit la probabilit�e 1 ou 0 d'être vraies. PaL est donc une
th�eorie plus puissante que la logique, une fois que ses calculs demeurent valables
même quand les propositions n'ont pas 1 ou 0 comme valeurs, c'est-�a-dire, même
en utilisant des donn�ees incertaines, ou bruit�ees.

Un deuxi�eme atout important de cette approche est la possibilit�e de r�ealiser le
calcul des propositions même �a partir d'un ensemble incomplet d'informations. Il
est possible de prouver que la distribution qui respect le maximum d'entropie est
la \meilleure\ dans un sens math�ematique tr�es pr�ecis. Le maximum d'entropie
permet de traiter l'ignorance, c'est-�a-dire de d�eterminer un crit�ere g�en�eral de cal-
cul qui comptabilise dans une distribution les points pour lesquels on dispose de
donn�ees avec ceux qui ne sont pas encore connus. Dans la pratique la maximisa-
tion de l'entropie n'est possible que pour certains cas sp�eci�ques.

Exploitation des connaissances

Pour illustrer cette fa�con de repr�esenter la connaissance, supposons une propo-
sition A qui concerne une action (par exemple \bouger un axe jusqu'�a la position
10\), une proposition S qui concerne la lecture d'un capteur (par exemple \la
distance du bout du manipulateur au mur\) et une hypoth�ese H �a propos de
l'environnement dans lequel l'exp�erience se passe, on peut calculer:

� P (SjAHX) la probabilit�e d'observer sur le capteur une valeur donn�ee sachant
que l'action A a �et�e prise dans le contexte H

� P (AjSHX) la probabilit�e d'avoir pris (ou de devoir prendre) l'action A �etant
donn�e qu'on a observ�e (ou qu'on veut observer) S du capteur.

� P (H jASX) la probabilit�e d'être dans l'environnementH sachant que l'action
A a �et�e prise et que la valeur S a �et�e observ�ee.

A�n de pouvoir transformer les donn�ees exp�erimentales en distributions de
probabilit�es manipulables par le calcul, on peut par exemple adopter l'hypoth�ese
que la moyenne et l'�ecart type des valeurs obtenues sont des informations su�-
santes pour d�ecrire nos connaissances. Un �etat de connaissance va être d�ecrit par
un ensemble de gaussiennes. Pour le cas de notre illustration, pour une position
donn�ee du manipulateur, les probabilit�es des distances possibles au mur seront la
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loi normale ayant la moyenne et l'�ecart type observ�es au cours des exp�eriences:

P (SjAHDX) =
1p

2��(A;H;D)2
e
�
(S��(A;H;D))2

2�(A;H;D)2 (2.5)

o�u �(A;H;D) est l'�ecart type et �(A;H;D) la moyenne sur les valeurs des
actions A contenues dans l'ensemble D des donn�ees exp�erimentales prises dans
l'environnement H .

Le probl�eme cognitif direct

Dans le cadre de l'approche, et en utilisant toujours l'illustration du mani-
pulateur, le probl�eme cognitif direct consiste �a pr�edire, �a partir d'une consigne
de position, les valeurs probables des variables sensorielles qui seront obtenues.
Autrement dit: \quelles sensations vais je avoir si j'e�ectue tel mouvement ? \

Ce probl�eme est r�esolu de mani�ere triviale puisque la r�eponse est donn�ee par
les distributions P (SjAHDX) calcul�ees directement d'apr�es les donn�ees.

Le probl�eme cognitif inverse (premi�ere version)

Le probl�eme cognitif inverse consiste �a pr�edire l'action permettant la percep-
tion d'une sensation d�esir�ee. On s'int�eresse donc �a la distribution P (AjSHDX).
Les distributions de probabilit�es ont un �enorme avantage sur les autres mod�eles
fonctionnels: elles sont toujours inversibles si on utilise le \th�eor�eme de Bayes\
(dû en fait �a Laplace). Pour notre cas d'illustration on aura:

P (AjSHDX) = P (AjHDX)
P (SjAHDX)

P (SjHDX)
(2.6)

P (AjHDX) nous est donn�e par la connaissance pr�ealable sur l'exp�erimentation.
On peut faire en sorte que toutes les N positions du manipulateur seront explor�ees
suivant une loi uniforme:

P (AjHDX) =
1

N

P (SjAHDX) sont les gaussiennes obtenues d'apr�es les donn�ees.

En�n, P (SjHDX) est obtenue en normalisant P (AjSHDX):
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X
A

P (AjSHDX) = 1

P (SjHDX) =
X
A

P (AjHDX)P (SjAHDX)

Le probl�eme cognitif inverse (deuxi�eme version) ou la reconnaissance
de situation

Le syst�eme a jusqu'ici une repr�esentation interne, quantitative, non analy-
tique et non symbolique, d'un certain environnement o�u se trouve le manipu-
lateur. Cette repr�esentation a �et�e acquise par apprentissage comme le r�esultat
d'interactions r�ep�et�ees avec cet environnement.

Maintenant, on suppose que notre syst�eme a appris par exp�erience un certain
nombre de nouveaux environnements, avec des di��erentes con�gurations d'objets
autour du manipulateur. Le manipulateur est plac�e dans l'un des environnements
qu'il a d�ej�a explor�es (�evidemment sans savoir lequel). Sa tâche consiste �a s�election-
ner parmi les mod�eles disponibles celui qui correspond �a l'environnement courant.
Il peut pour cela faire des exp�eriences c'est-�a-dire aller �a une certaine position et
mesurer la distance �a l'obstacle le plus proche. Nous sommes donc int�eress�es par
P (H jSADX) la probabilit�e de chacun des mod�eles:

P (H jSADX) = P (H jDX)
P (SAjHDX)

P (SAjDX)

= P (H jDX)
P (AjHDX)P (SjAHDX)

P (SAjDX)P (SjDX)

L'absence de connaissance a-priori sur les probabilit�es respectives des mod�eles
nous donne:

P (H jDX) =
1

M

o�u M est le nombre d'environnements explor�es.

Le d�enominateur est obtenu par normalisation, et apr�es quelques simpli�ca-
tions on obtient:

P (H jSADX) =
P (SjAHDX)P
H P (SjAHDX)

(2.7)
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2.4 Synth�ese

Dans ce chapitre, nous avons trac�e un panorama du domaine de recherche de la
mod�elisation. Nous avons vu les concepts d'�etat et de structure, les classi�cations
des mod�eles et les �etapes de la mod�elisation. Nous avons montr�e les grandes
directions de la recherche:

� la mod�elisation \r�ealiste\, qui automatise la manipulation des param�etres et
des donn�ees, mais qui laisse au concepteur le rôle de g�erant de la structure,
et des circonstances en dehors du mod�ele (conditions d'exp�erimentation,
erreurs et impr�evus);

� l'id�eal de la mod�elisation \autonome\, comme nouvelle dimension de l'ac-
quisition des mod�eles.

Dans la mod�elisation \r�ealiste\ nous avons analys�e :

� les m�ethodes \classiques\, bas�ees sur l'�etape de caract�erisation du mod�ele, o�u
le concepteur �elabore une structure adapt�ee au processus physique mod�elis�e,
pour faire ensuite l'identi�cation des param�etres;

� les m�ethodes \adaptatives\, bas�ees sur les structures g�en�erales des interpola-
teurs. Ces \mod�eles de repr�esentation pure\ dispensent d'une caract�erisation
�elabor�ee du mod�ele et d�ependent surtout des donn�ees exp�erimentales.

Dans la mod�elisation \autonome\ nous avons d�ecrit une approche probabiliste
de mod�elisation.

La phrase suivante, due �a Richalet, d�e�nit bien le stade actuel du domaine:

\Mod�eliser est un acte pr�etentieux, ou inversement les mod�elisateurs exp�eri-
ment�es ont appris �a être modestes. En tentant de plaquer une repr�esentation
math�ematique pure et abstraite sur une r�ealit�e bruit�ee, non lin�eaire et non sta-
tionnaire, on peut esp�erer au mieux une similitude locale de comportement entre
l'objet et le mod�ele, mais certainement pas un isomorphisme\ [Ric91].



Chapitre 3

Une m�ethode d'identi�cation

structurelle

Ce chapitre a pour objectif de pr�esenter la m�ethode qui fait l'objet de cette
th�ese, en voici le plan d�etaill�e:

� Nous introduisons le chapitre par la description des objectifs de la m�ethode.
Dans ce même paragraphe nous pr�esentons le concept d'identi�cation struc-
turelle.

� Au paragraphe 3.2 nous pr�esentons une illustration de la m�ethode pour
mat�erialiser l'id�ee d'acquisition d'un mod�ele par identi�cation structurelle.

� Au paragraphe 3.3 nous pr�esentons la formulation math�ematique de la m�e-
thode pour l'acquisition de mod�eles directs.

� Au paragraphe 3.4 nous pr�esentons la m�ethode sous forme algorithmique.

� Au paragraphe 3.5 nous allons analyser le probl�eme d'identi�cation des pa-
ram�etres des fonctions �el�ementaires qui composent nos mod�eles (les fonctions
de forme).

3.1 Identi�cation structurelle

Au chapitre 2 nous avons pr�esent�e les di��erentes fa�cons d'aborder le pro-
bl�eme d'acquisition des mod�eles. Nous y avons vu que les m�ethodes existantes
d'acquisition automatique de mod�eles font en fait de l'identi�cation param�etrique
sur une forme structurelle d�e�nie par le concepteur. Cette forme peut-être un en-
semble de fonctions math�ematiques simples compos�ees dans un outil d'interpolation
g�en�erique (m�ethodes adaptatives) ou une �equation de mesure bien adapt�ee �a la
description d'une certaine classe de processus physique (m�ethodes classiques).
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Nous avons vu les avantages et aussi les inconv�enients de chaque classe de
m�ethodes. Fondamentalement nous avons distingu�e une forte d�ependance des
r�esultats des m�ethodes adaptatives aux donn�ees exp�erimentales, et �a l'autre ex-
trême, une forte d�ependance des r�esultats des m�ethodes classiques �a l'�etape de
caract�erisation.

Dans ce m�emoire nous voulons proposer une m�ethode d'acquisition de mod�e-
les qui va dans une nouvelle direction. Nous allons montrer que pour certaines
formes g�en�erales d'�equation il est possible d'inf�erer automatiquement l'�equation
de mesure qui s'adapte le mieux aux donn�ees exp�erimentales. Nous appelons cette
inf�erence l'identi�cation structurelle. L'identi�cation structurelle va être faite en
même temps que l'identi�cation des param�etres, c'est-�a-dire que la m�ethode estime
les valeurs de certains param�etres en même temps qu'elle fait �evoluer la structure
du mod�ele.

Dans notre approche l'identi�cation de param�etres est restreinte �a un ensemble
de sous-probl�emes �a une seule dimension d'entr�ee (les fonctions de forme). Pour
r�esoudre ces sous-probl�emes on peut utiliser une m�ethode d'identi�cation de pa-
ram�etres quelconque, adaptative ou classique.

L'avantage d'une m�ethode structurelle par rapport aux m�ethodes adaptatives
est la r�eduction de la complexit�e de l'identi�cation de param�etres due �a la r�eduction
de dimension. Il y a aussi une forte r�eduction du nombre de donn�ees n�ecessaires
�a l'acquisition du mod�ele.

L'avantage d'une m�ethode structurelle par rapport aux m�ethodes classiques est
la simpli�cation de l'�etape de caract�erisation. Le concepteur choisira une forme
param�etrique (une courbe) adapt�ee �a chaque sous-probl�eme. L'�equation de mesure
qui combine toutes les variables sera choisie automatiquement.

La principale limitation de l'identi�cation structurelle est sa forte d�ependance
�a une forme d'�equation particuli�ere. Notre m�ethode propose une proc�edure qui
fait l'identi�cation structurelle automatique des fonctions pouvant s'�ecrire sous la
forme:

f(x0; :::; xP) =
NX
i=0

(
PY
j=0

'ij(xj)) (3.1)

o�u les 'ij sont des fonctions quelconques �a une seule variable.

Au cours de ce m�emoire les r�ef�erences g�en�eriques aux \formes polynômiales",
ou simplement aux \polynômes", veulent exprimer cette forme d'�equation.
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En [BMB95] nous pr�esentons cette même m�ethode d'acquisition de mod�eles
comme un outil de \reconstruction d'hypersurfaces", dans un cadre d'approxima-
tion de fonctions. Dans ce m�emoire nous proposons le concept d'identi�cation
structurelle pour situer plus clairement la m�ethode dans le domaine de recherche
de l'acquisition de mod�eles.

Dans les paragraphes suivants nous allons pr�esenter notre m�ethode. Nous in-
troduisons la pr�esentation par une illustration: le probl�eme de la cin�ematique
directe d'un bras planaire �a deux d�egr�es de libert�e 3.2. Ensuite nous passons �a la
formulation de la m�ethode.

3.2 Le probl�eme de la cin�ematique directe

Dans ce paragraphe nous allons pr�esenter un exemple d'acquisition de mod�ele
pour un probl�eme simple. Avec cet exemple nous voulons montrer comment il est
possible d'acqu�erir un mod�ele complet d'un syst�eme �a partir d'un ensemble r�eduit
de donn�ees experimentales. Nous pr�esentons un algorithme simpli��e qui introduit
notre m�ethode d'identi�cation structurelle. La m�ethode sera pr�esent�ee et justi��ee
formellement dans le paragraphe 3.3.

Considerons un probl�eme simple: le calcul de la cin�ematique directe d'un bras
planaire �a deux degr�es de libert�e (�gure 3.1).

La position du bras est d�e�nie par quatre variables: �1 et �2 (les angles des
articulations), l1 et l2 (les longueurs des segments). Le probl�eme de la cin�ematique
directe consiste �a calculer x et y (les coordonn�ees cart�esiennes du bout du bras) �a
partir de la position angulaire du bras.

x = fx(�1; �2) (3.2)

y = fy(�1; �2) (3.3)

Pour illustrer notre m�ethode nous allons montrer que nous sommes capables
de reconstituer automatiquement l'�equation 3.2 qui permet de d�eduire x de �1 et
�2. Notre reconstitution sera faite �a partir d'un ensemble de fonctions dites de
\forme". Pour simpli�er l'illustration analytique on va consid�erer les longueurs



26 CHAPITRE 3. UNE M�ETHODE D'IDENTIFICATION STRUCTURELLE

ϑ1ϑ1 

y

x

ϑ2

Figure 3.1 : Bras planaire �a deux d�egr�es de libert�e

des segments l1 et l2 �egales �a 1.

La fonction 3.2 utilis�ee dans notre illustration d�etermine une hypersurface dans
un hyperespace d'entr�ee �a deux dimensions. La �gure 3.2 montre cette hypersur-
face.

La proc�edure de mod�elisation de la m�ethode commence par l'obtention d'un
ensemble de fonctions �el�ementaires qu'on appelle les fonctions de forme. Une
fonction de forme est mono-variable (une entr�ee). La variable d'entr�ee d'une fonc-
tion de forme appartient �a l'ensemble des variables d'entr�ee du probl�eme.

La �gure 3.3 montre une fonction de forme de l'hypersurface du bras planaire
pour l'axe �2 (trait continu).

Pour d�eterminer une fonction de forme, f(�1; 0) par exemple, les donn�ees seront
obtenues (voir �gure 3.4) en bougeant seulement une des articulations (articula-
tion 1) pendant que l'autre articulation (articulation 2) reste �xe �a une position
angulaire donn�ee (0 radians).

Pour cette illustration nous supposerons que les repr�esentations analytiques
des fonctions de forme nous sont donn�ees par un \deus ex machina". Bien en-
tendu l'id�ee de la m�ethode est d'obtenir une repr�esentation de ces fonctions de
forme par une des m�ethodes d'identi�cation de param�etres expliqu�ees au chapitre
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Figure 3.2 : Hypersurface d�etermin�ee par le bras planaire
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Figure 3.3 : Fonction de forme
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y

x

Figure 3.4 : Mouvement du premier axe du bras planaire

2, en ne perdant pas de vue que la dimension des entr�ees est r�eduite �a 1.

Le mouvement de l'articulation 1 repr�esent�e dans la �gure 3.4 d�etermine une
fonction ayant la forme de la �gure 3.5 et qui peut être d�ecrite par l'�equation 3.4.

-2
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-0.5

0

0.5

1
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2

0 1 2 3 4 5 6

x

theta1

Figure 3.5 : Repr�esentation du mouvement du premier axe du bras planaire

f11 (�1) = f(�1; 0) = 2:cos(�1) (3.4)



3.2. Le probl�eme de la cin�ematique directe 29

La m�ethode utilise les fonctions de forme dans un algorithme simple. Le pre-
mier pas de l'algorithme consiste �a obtenir une fonction de forme par variable
d'entr�ee. Pour notre illustration nous allons utiliser f11 (�1) et une deuxi�eme fonc-
tion de forme obtenue cette fois en bougeant �2 et ayant �1 �x�ee. Pour notre
ilustration �1 sera �x�ee �a 0 radians (�gure 3.6).

y

x

Figure 3.6 : Mouvement du deuxi�eme axe du bras planaire

Dans ce cas on va obtenir une fonction ayant la forme de la �gure 3.7 et qui
peut être d�ecrite par l'�equation 3.5.
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Figure 3.7 : Representation du mouvement du deuxi�eme axe du bras planaire

f12 (�2) = f(0; �2) = 1 + cos(�2) (3.5)
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Ensuite, le deuxi�eme pas de l'algorithme fait le produit des deux fonctions de
forme, f11 (�1) et f

1
2 (�2). Ce produit doit être normalis�e par la valeur de f au point

de croisement des deux fonctions. Ce produit normalis�e va d�e�nir une nouvelle
fonction f1(�1; �2) (3.6).

f1(�1; �2) =
f1(�1):f2(�2)

f(0; 0)
(3.6)

Le troisi�eme pas de l'algorithme fait la comparaison entre la fonction f1 obtenue
et f . C'est le test d'arrêt de l'algorithme. Num�eriquement cette comparaison peut
être faite par une s�erie de tests sur des points non contenus par les fonctions de
forme.

Dans notre illustration analytique f1 aura la forme d�ecrite par 3.7.

f1(�1; �2) = cos(�1) + cos(�1):cos(�2) (3.7)

La fonction f1 n'est pas encore l'�equation recherch�ee, on continue �a suivre
l'algorithme. Dans la suite de l'algorithme (quatri�eme pas) on va utiliser deux
nouvelles fonctions de forme de f obtenues par exp�erimentation. Il faut choisir
deux autres positions �xes (�1 = �=2 et �2 = �=2 par exemple).

f12 (�1) = f(�1; �=2) = cos(�1)� sin(�1)

f22 (�2) = f(�=2; �2) = �sin(�2)

Et on va utiliser aussi deux fonctions de forme cette fois ci calcul�ees �a partir
de f1.

f13 (�1) = f1(�1; �=2) = cos(�1) + cos(�1):cos(�=2) = cos(�1)

f23 (�2) = f1(�=2; �2) = cos(�=2)+ cos(�=2):cos(�2) = 0 (3.8)

Le cinqui�eme pas consiste �a calculer le produit de deux di��erences normalis�e
par une troisi�eme di��erence. Chaque di��erence est faite entre une fonction de
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forme de f et une fonction de forme de f1 pour la même variable (3.9).

f2(�1; �2) =
(f22 (�2)� f

2
3 (�2)):(f

1
2 (�1)� f

1
3 (�1))

(f(�=2; �=2)� f1(�=2; �=2))

=
(�sin(�2)� 0):(cos(�1)� sin(�1)� cos(�1))

�1� 0
= �sin(�1):sin(�2) (3.9)

Le sixi�eme pas de l'algorithme consiste �a faire l'addition de l'�equation utili-
s�ee comme entr�ee du troisi�eme pas de l'algorithme (la fonction f1) et l'�equation
obtenue �a la sortie du sixi�eme pas (la fonction f2).

f3(�1; �2) = f1(�1; �2) + f2(�1; �2)

= cos(�1) + cos(�1):cos(�2)� sin(�1):sin(�2)

�A ce point on retourne au troisi�eme pas de l'algorithme en utilisant f3 �a la
place de f1. Cette boucle a sa �n quand le test du trosi�eme pas aura �et�e satis-
faisant. Dans notre illustration la fonction f3 a d�ej�a la forme recherch�ee pour
l'�equation 3.2, qui nous permet de d�eduire x de �1 et �2.

Nous avons trouv�e �a partir des 4 fonctions de forme f(0; �2), f(�1; 0), f(�=2; �2)
et f(�1; �=2) un mod�ele pour la cin�ematique directe du bras planaire.

Il faut remarquer que l'identi�cation des param�etres se r�esume �a l'obtention
des fonctions de forme. Chaque fonction de forme �etant une fonction d'une seule
entr�ee cette identi�cation est consid�erablement simpli��ee.

Nous avons choisi les valeurs �1 = 0, �2 = 0, �1 = �=2 et �2 = �=2 pour sim-
pli�er les �equations interm�ediaires de l'illustration. La m�ethode reste valable
pour n'importe quel choix des valeurs utilis�ees comme r�ef�erence des

fonctions de forme, pourvu que la valeur de f et de la di��erence f �f1 utilis�ees
pour la normalisation soient di��erentes de 0. Dans l'annexe A nous pr�esentons
cette même illustration (l'application de la m�ethode au bras planaire) sous forme
symbolique dans le format Maple (logiciel math�ematique). La pr�esentation sym-
bolique montre que le choix des valeurs de r�ef�erence des fonctions de forme ne
change pas le mod�ele obtenu.
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3.3 Formulation de la m�ethode

Au paragraphe pr�ec�edent nous avons pr�esent�e une illustration analytique de
notre m�ethode d'identi�cation structurelle. Dans ce paragraphe nous allons pr�esen-
ter la formulation compl�ete de la m�ethode, et prouver qu'elle peut faire l'identi�ca-
tion structurelle de toute fonction appartenant �a l'ensemble des produits scalaires
de fonctions quelconques d'une seule variable (�equation 3.1).

Nous commen�cons par la formulation pour les cas �a deux variables d'entr�ee.

Soit F l'ensemble de toutes les fonctions. Notre m�ethode s'int�eresse �a l'ensemble
Fn d�ecrit dans 3.10.

Fn = f f 2 F telle que f(�1; �2) = '0(�1): 0(�2) + '1(�1): 1(�2) + :::

+'n(�1): n(�2)

o�u '0;  0; '1;  1; :::; 'n;  n sont des fonctions quelconques g(3.10)

La forme de Fn est assez g�en�erale et renferme plusieurs classes int�eressantes
de fonctions, comme par exemple les polynômes alg�ebriques et les polynômes
trigonom�etriques.

La base de la m�ethode d'identi�cation structurelle pour les fonctions contenues
dans l'ensemble Fn est la transformation fonctionnelle DPf propos�ee dans 3.11.

DP (�01;�
0

2)f(�1; �2) = f(�1; �2)�
f(�1; �02):f(�

0
1; �2)

f(�01; �
0
2)

(3.11)

avec �01 et �
0
2 tels que f(�

0
1; �

0
2) 6= 0.

Dans cette �equation �01 et �
0
2 repr�esentent des valeurs constantes pour les vari-

ables d'entr�ee �1 et �2. f(�01; �2) et f(�1; �
0
2) sont les fonctions de forme. f(�

0
1; �

0
2)

est la valeur de f au point de croisement de deux fonctions de forme.

Pour simpli�er les notations nous allons utiliser DP 0f �a la place de DP (�01;�
0

2)f
pour r�epresenter la transformation DP et ses constantes de normalisation.

Nous voulons montrer que la transformation DPf utilis�ee de fa�con r�ecursive
peut avec l'aide des fonctions de forme imiter exactement toute fonction appar-
tenant �a l'ensemble Fn.



3.3. Formulation de la m�ethode 33

Pour montrer cela on va d�e�nir un ensemble d'ensembles � (3.12).

8>>>>>><
>>>>>>:

�0 =
�
f 2 F et 9(�01; �

0
2) tel que 9DP

0f et DP 0f = 0
	

�1 =
�
f 2 F et 9(�11; �

1
2) tel que DP

1f existe et appartient �a �0
	

�2 =
�
f 2 F et 9(�21; �

2
2) tel que DP

2f existe et appartient �a �1
	

...
�n = ff 2 F et 9(�n1 ; �

n
2 ) tel que DP

nf existe et appartient �a �n�1g

9>>>>>>=
>>>>>>;
(3.12)

Le premier des ensembles de 3.12, �0, contient toutes les fonctions de F pour
lesquelles la transformation DPf est identiquement nulle. De fa�con r�ecursive, �1
contient toutes les fonctions de F pour lesquelles la transformation DPf d�e�nit
une fonction qui �a son tour appartient a l'ensemble ant�erieur �0. Par cons�equent
DP 1DP 0 des fonctions de �1 est identiquement nulle.

Nous voulons prouver le th�eor�eme suivant:

Th�eor�eme: Pour toute fonction f et tout n, s'il existe une suite
(�01; �

0
2); :::; (�

n
1 ; �

n
2 )) de couples distincts de R

2 telle que:

� f(�01; �
0
2) 6= 0,

� DP 0f(�11 ; �
1
2) 6= 0, ... ,

� DPn�1DPn�2:::DP 0f(�n1 ; �
n
2 ) 6= 0

alors:

f 2 �n , f 2 Fn

Nous devons prouver les deux sens de l'implication, c'est-�a-dire, premi�erement
que toute fonction qui appartient �a �n et qui respecte les conditions de non nullit�e
appartient aussi �a Fn et deuxi�emement que toute fonction qui appartient �a Fn et
qui respecte les conditions de non nullit�e appartient aussi �a �n. Pour cette preuve
nous allons utiliser deux preuves par r�ecurrence.

Il faut dire que les conditions de non nullit�e du th�eor�eme sont tr�es peu con-
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traignantes. Elles signi�ent simplement que la fonction DP i:::DP 0 n'est pas iden-
tiquement nulle.

3.3.1 Premi�ere preuve: �n � Fn

Pour la d�emonstration de la premi�ere partie prenons d'abord une fonction g
appartenant �a �0 et d�emontrons que g 2 F0. Par d�e�nition les fonctions de �0
sont telles que DP 0 est identiquement nulle. Nous allons r�e�ecrire 3.11 pour cette
fonction (3.13).

DP 0g = 0

g(�1; �2) =
g(�1; �02):g(�

0
1; �2)

g(�01; �
0
2)

(3.13)

Nous pouvons r�e�ecrire 3.13 en utilisant:

'0(�1) =
g(�1; �

0
2)

g(�01; �
0
2)

 0(�2) = g(�01; �2)

et nous allons obtenir:

g(�1; �2) = '0(�1): 0(�2) (3.14)

Nous avons prouv�e que g appartient �a F0.

Supposons maintenant que:

�n�1 � Fn�1 (3.15)

Pour la preuve par induction nous devons prendre une fonction k appartenant
�a �n et r�e�ecrire 3.11 pour cette fonction (�equation 3.16). La d�e�nition r�ecursive
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de l'ensemble � nous dit que DP 0k est une fonction qu'appartient �a �n�1. Par
hypoth�ese une fonction appartenant �a �n�1 appartient aussi �a Fn�1.

DP 0k(�1; �2) = k(�1; �2)�
k(�1; �

0
2):k(�

0
1; �2)

k(�01; �
0
2)

= '0(�1): 0(�2) + :::+ 'n�1(�1): n�1(�2) (3.16)

Nous pouvons r�e�ecrire 3.16 en utilisant:

'n(�1) =
k(�1; �

n
2 )

k(�n1 ; �
n
2 )

 n(�2) = k(�n1 ; �2)

et nous allons obtenir:

k(�1; �2) = '0(�1): 0(�2) + :::+ 'n�1(�1): n�1(�2) + 'n(�1): n(�2) (3.17)

CQFD.

3.3.2 Deuxi�eme preuve: Fn � �n

Dans la deuxi�eme partie de la preuve nous voulons prouver que toute fonction
appartenant �a l'ensemble Fn appartient aussi �a �n.

Nous commen�cons par montrer que les fonctions de F0 appartiennent aussi �a
�0. Par d�e�nition les fonctions de F0 s'�ecrivent:

g(�1; �2) = '0(�1): 0(�2) 2 F0 (3.18)

d'o�u:
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DP 0g(�1; �2) = '0(�1): 0(�2)�
'0(�01): 0(�2):'0(�1): 0(�

0
2)

'0(�
0
1): 0(�

0
2)

(3.19)

On voit bien que les termes en �01 et �02 de g s'annulent et que la di��erence
r�esulte en 0. De cette fa�con on prouve que les fonctions de F0 appartiennent aussi
�a �0.

Nous allons maintenant supposer comme hypoth�ese de r�ecurrence que:

f 2 Fn�1 ) f 2 �n�1 (3.20)

Nous allons utiliser une fonction g�en�erale f de Fn�1 (�equation 3.21).

f(�1; �2) =
n�1X
i=0

'i(�1): i(�2) (3.21)

Nous allons utiliser encore deux autres fonctions :

g(�1; �2) = 'n(�1): n(�2) (3.22)

h(�1; �2) = f(�1; �2) + g(�1; �2) (3.23)

h est une fonction de Fn.

DP 0h(�1; �2) = ((
n�1X
i=0

'i(�1): i(�2)) + 'n(�1): n(�2))�

('n(�1): n(�
0
2) +

Pn�1
i=0 'i(�1): i(�

0
2)):('n(�

0
1): n(�2) +

Pn�1
i=0 'i(�

0
1): i(�2))

((
Pn�1
i=0 'i(�

0
1): i(�

0
2)) + 'n(�01): n(�

0
2))

(3.24)
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Nous changeons maintenant les notations de 3.24 pour avoir une forme d'�equation
plus simple. Notons:

� � =
Pn�1
i=0 'i(�1): i(�

0
2),

� �n = 'n(�1): n(�
0
2),

� � =
Pn�1
i=0 'i(�

0
1): i(�2),

� �n = 'n(�
0
1): n(�2),

� p =
Pn�1
i=0 'i(�

0
1): i(�

0
2),

� pn = 'n(�
0
1): n(�

0
2)

.

En utilisant notre nouvelle notation DP 0h se pr�esente de la forme suivante:

DP 0h(�1; �2) =
n�1X
i=0

'i(�1): i(�2) + 'n(�1): n(�2)�
(�+ �n)(� + �n)

(p+ pn)
(3.25)

En d�eveloppant 3.25 on obtient:

DP 0h(�1; �2) =
n�1X
i=0

'i(�1): i(�2) + 'n(�1): n(�2)�
(�:� + �:�n + �n:� + �n:�n)

p+ pn
(3.26)

On s�epare les termes:

DP 0h(�1; �2) =
n�1X
i=0

'i(�1): i(�2)+'n(�1): n(�2)�(
�:�

p+ pn
+
�:�n + �n:�

p+ pn
+
�n:�n
p+ pn

)

(3.27)

Nous allons utiliser la transformation propos�ee dans l'�equation 3.28 pour r�e�ecrire
deux termes de l'�equation 3.27:

a

b+ c
=
a

c
�

a:b

(b+ c):c
(3.28)
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�:�

pn + p
=
�:�

p
�

�:�:pn
(pn + p):p

�n:�n
p+ pn

=
�n:�n
pn

�
�n:�n:p

(p+ pn):pn

Apr�es ces transformations on obtient:

DP 0h(�1; �2) =
Pn�1
i=0 'i(�1): i(�2)) + 'n(�1): n(�2)

��:�
p + �:�:pn

(pn+p):p
� �:�n+�n :�

p+pn
� �n:�n

pn
+ �n:�n:p

(p+pn):pn
(3.29)

Parmi les termes de 3.29 nous retrouvons �:�
p . Si on r�e�ecrit ce terme avec la

notation originale:

�:�

p
=

(
Pn�1
i=0 'i(�1): i(�

0
2)):(

Pn�1
i=0 'i(�

0
1): i(�2))

(
Pn�1
i=0 'i(�

0
1): i(�

0
2))

Si on regroupe ce terme avec le premier terme de 3.29 on obtient:

n�1X
i=0

'i(�1): i(�2)�
(
Pn�1
i=0 'i(�1): i(�

0
2)):(

Pn�1
i=0 'i(�

0
1): i(�2))

(
Pn�1
i=0 'i(�

0
1): i(�

0
2))

= DP 0f(�1; �2)

(3.30)

Le terme �n:�n
pn

nous int�eresse aussi:

�n:�n
pn

=
'n(�1): n(�

0
2):'n(�

0
1): n(�2)

'n(�01): n(�
0
2)

Si on regroupe ce terme et 'n(�1): n(�2) on obtient:
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'n(�1): n(�2)�
'n(�1): n(�

0
2):'n(�

0
1): n(�2)

'n(�
0
1): n(�

0
2)

= DP 0g(�1; �2) = 0

Apr�es ces simpli�cations DP 0h se pr�esente comme:

DP 0h(�1; �2) = DP 0f(�1; �2) +
�:�:pn

(pn + p):p
�
�:�n + �n:�

p+ pn
+

�n:�n:p

(p+ pn):pn
) (3.31)

Si on regroupe les trois derniers termes:

DP 0h(�1; �2) = DP 0f(�1; �2)+
�:�:p2n + p2:�n:�n � p:pn:�:�n � p:pn:�:�n

p2:pn + p:p2n
(3.32)

On peut r�e�ecrire le nouveau terme comme un produit de deux termes divis�es
par un troisi�eme terme constant:

DP 0h(�1; �2) = DP 0f(�1; �2) +
(�:pn � p:�n):(�:pn � p:�n)

p2:pn + p:p2n
(3.33)

Nous allons r�e�ecrire 3.33 en utilisant deux nouvelles fonctions:

�(�1) = �:pn�p:�n
p2:pn+p:p2n

=
(
Pn�1

i=0
'i(�1): i(�02)):'n(�

0
1): n(�

0
2)�(

Pn�1

i=0
'i(�01): i(�

0
2)):'n(�1): n(�

0
2)

(
Pn�1

i=0
'i(�01): i(�

0
2))

2:'n(�01): n(�
0
2)+
Pn�1

i=0
'i(�01): i(�

0
2):'n(�

0
1)

2: n(�02)
2

�(�2) = �:pn � p:�n
= (

Pn�1
i=0 'i(�

0
1): i(�2)):'n(�

0
1): n(�

0
2)� (

Pn�1
i=0 'i(�

0
1): i(�

0
2)):'n(�

0
1): n(�2)

L'�equation 3.33 devient donc:
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DP 0h(�1; �2) = DP 0f(�1; �2) + �(�1):�(�2) (3.34)

Sachant que:

� d'apr�es notre hypoth�ese de r�ecurrence, la fonction f appartient �a Fn�1 et
donc �a �n�1.

� par d�e�nition la transformation DP des fonctions de �n�1 d�e�nit une fonc-
tion qui �a son tour appartient �a �n�2.

� nous avons prouv�e auparavant que les fonctions de �n�2 appartiennent �a
Fn�2 (paragraphe 3.3.1).

Nous pouvons donc conclure que le terme DP 0f(�1; �2) dans 3.34 est une fonc-
tion de Fn�2.

Dans l'�equation 3.34 nous avons en cons�equence une fonction de Fn�2 plus une
fonction de F0, ce qui nous fait conclure queDP

0h(�1; �2) est une fonction de Fn�1.

Depuis notre hypoth�ese de r�ecurrence nous pouvons conclure aussi que si
DP 0h(�1; �2) 2 Fn�1 alors DP 0h(�1; �2) 2 �n�1, et en cons�equence que h 2 �n .
Donc par induction nous pouvons conclure que e�ectivement h 2 Fn ) h 2 �n.

CQFD.

3.3.3 G�en�eralisation de la m�ethode

L'illustration du paragraphe 3.2 et la formulation present�ee jusqu'ici dans ce
paragraphe pr�esentent la m�ethode pour l'identi�cation structurelle des produits
scalaires ayant deux variables d'entr�ee. Cependant, la m�ethode peut être g�en�era-
lis�ee pour les cas �a un nombre quelconque de variables en rajoutant un deuxi�eme
niveau de r�ecurrence.

Exemple: pour le cas des fonctions �a trois variables d'entr�ee la transformation
DP va avoir la forme suivante:

DP 0f(x; y; z) = f(x; y; z)�
f(x; y; z0):f(x0; y0; z)

f(x0; y0; z0)
(3.35)

Toute la formulation propos�ee dans ce paragraphe pour le cas �a deux variables
demeure valable dans le cas a trois variables, avec les ensembles r�ecurrents de
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fonctions et l'application de la transformation DP �a chaque niveau. La seule dif-
f�erence dans la transformation 3.35 est l'existence d'une fonction �a deux variables
d'entr�ee f(x; y; z0).

Cette fonction peut être elle même r�eduite de fa�con r�ecursive en utilisant la
m�ethode �a deux variables d'entr�ee que nous venons de pr�esenter.

Pour le cas g�en�eral �a n variables d'entr�ees, on aura alors l'application r�ecur-
rente de la m�ethode pour le cas �a n�1 variables, et ainsi de suite, jusqu'�a la
r�eduction compl�ete de la fonction utilisant seulement des fonctions de forme.

Dans l'annexe B nous pr�esentons, dans le format Maple, la m�ethode appliqu�ee
symboliquement au cas d'un polynôme �a trois variables d'entr�ee et deux termes.

3.4 Algorithme de la m�ethode

Dans ce paragraphe nous allons pr�esenter une version de notre algorithme
r�ecurrent. Pour l'utiliser nous devons nous placer sous les hypoth�eses suivantes:

� La fonction que nous cherchons �a mod�eliser est de la forme:

f(x0; :::; xP) =
NX
i=0

(
PY
j=0

'ij(xj)) (3.36)

� Nous disposons d'une technique d'approximation fonctionnelle pour les fonc-
tions �a un param�etre et nous pouvons la mettre en oeuvre en ne faisant varier
qu'une des variables d'entr�ee de notre syst�eme �a la fois pour obtenir les fonc-
tions de forme.

� Nous disposons d'un test d'arrêt nous permettant de d�ecider si notre ap-
proximateur est bien celui de la fonction f .

Nous pouvons maintenant en d�ecrire le principe: consid�erons une fonction
f(x; y).

Supposons que f(x0; y0) 6= 0 et que nous ayons obtenu exp�erimentalement
deux approximateurs pour les fonctions de forme f(x0; y) et f(x; y0).

En posant :

� r0 = f(x0; y):f(x; y0)=f(x0; y0)
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� DP 0f(x; y) = f(x; y)� r0(x; y)

� on remarque que l'on sait calculer r0(x; y) en tout point.

S'il existe un couple x1; y1 tel que f(x1; y1) � r0(x1; y1) 6= 0 alors on peut
appliquer encore une fois DP :

DP 1DP 0f(x; y) = f(x; y)� r0(x; y)�
((f(x; y1)� r0(x; y1)):(f(x1; y)� r0(x1; y))

(f(x1; y1)� r0(x1; y1)))

ou bien encore:

r00(x; y) =
((f(x; y1)� r0(x; y1)):(f(x1; y)� r0(x1; y))

(f(x1; y1)� r0(x1; y1)))
(3.37)

DP 1DP 0f(x; y) = f(x; y)� r0(x; y)� r00(x; y)

On remarque que l'on peut calculer r00 en tout point d�es lorsque l'on a obtenu
exp�erimentalement des approximateurs des fonctions de forme f(x; y1) et f(x1; y).
On peut alors calculer r1(x; y) = r0(x; y) + r00(x; y) en tout point.

Ce processus nous permet de calculer la fonction r0n�1 en tout point. En e�et
si f(x; y)� rn�1(x; y) est �egale �a z�ero en tout point alors f(x; y) = rn�1(x; y) et
notre algorithme est termin�e. Sinon, on peut choisir un couple (xn; yn) et obtenir
exp�erimentalement les approximateurs des fonctions de forme f(x; yn) et f(xn; y)
puis appliquer la formule:

r0n�1 =
(f(x; yn)� rn�1(x; yn)):(f(xn; y)� rn�1(xn; y))

f(xn; yn)� rn�1(xn; yn)

on obtient une nouvelle fonction rn:

rn(x; y) = rn�1(x; y) + r0n�1(x; y) (3.38)

Notre premi�ere hypoth�ese �a propos de la forme des fonctions (�equation 3.36),
et le th�eor�eme d�emontr�e aux paragraphes 3.3.1 et 3.3.2 assurent la convergence de
l'algorithme.

La programmation reste cependant d�elicate car chaque pas de l'algorithme
ne produit pas des valeurs mais une fonction dont l'�evaluation sera n�ec�essaire �a
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l'�etape suivante. Nous tentons maintenant de donner une version en "pseudo lisp"
de cet algorithme en pr�ecisant que si l'on est herm�etique a Lisp il faut retenir que
notre algorthime produit une fonction plutôt que des valeurs.

Nous appelons programme la forme:

`(lambda (x y) ....)

Nous rappelons que Lisp nous permet d'appliquer dynamiquement un pro-
gramme �a des param�etres. Ansi si rn est un programme Lisp �a deux param�etres
alors

(rn x y)

fait l'appel de rn avec les param�etres x et y. Il faut garder en m�emoire que le
signe "`" bloque l'�evaluation alors que le signe "," la force.

Nous allons construire un algorithme r�ecursif ayant en entr�ee un programme
rn et en sortie le même programme si f = rn ou un programme rp si f = rp.
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(defun structure (s)

(let ((pivot (experimental_non_null_f_minus_s(s))))

; permet de d�eterminer exp�erimentalement un couple de valeur

;pour lesquel f-s n'est pas nulle.

(cond ((not pivot) s)

;; il n'existe pas de valeur pour lesquelles $f-s$ n'est pas nulle

;; donc f=s. (s x y) permet d'�evaluer s en tout point: nous avons

;; notre estimateur il va naturellement remonter �a la surface des

;; appels ! sinon la suite:

( t (let* ((xn (car pivot))

(yn (cadr pivot))

; xn et yn ont �et�e choisi tel que

f(xn,yn) - ( s xn yn) <> 0

(fnxy (experimental_eval))

; prise de la valeur experimental de f(xn,yn)

(fnx (experimental_form_function_x yn))

; d�efinition d'une fonction de forme de x avec y=yn fix�e dans le

; process

(fny (experimental_form_function_y xn))

; d�efinition d'une fonction de forme de y avec x=xn fix�e dans le

; process

; ------------------------------------------------------------

; d�eclaration du programme g�en�erique:

(s1 `(lambda (x y)

(+ ; rn + rn'

(,s x y) ; rn

(/ (* (- (,fnx x) (,s x ,yn)) ;rn'

(- (,fny y) (,s ,xn y)))

,fnxy)))))

(structure s1)))))); appel recursif;

; ------------------------------------------------------------
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Le premier appel se faisant avec le programme s0:

(lambda (x y) (/ (* (,f0x x)(,f0y y)) ,f0xy)))

En supposant que DP 1DP0f = 0 le programme obtenu �a la forme:

(lambda (x y) (+ (/ (* (-

(f1x x)

((lambda (x y)

(/ (* (f0x x) (f0y y)) f0xy))

x y1))

(-

(f1y y)

((lambda (x y)(/ (* (f0x x) (f0y y)) f0xy))

x1 y))

(- f1xy

((lambda (x y) (/ (* (f0x x) (f0y y)) f0xy))

x1 y1))))

((lambda (x y)(/ (* (f0x x) (f0y y)) f0xy))

x y)))

Ce programme peut être repr�esent�e sous la forme d'un arbre (voir �gure 3.8)
o�u I1, I2, I3 et I4 sont les fonctions de forme f0x, f0y, f1x et f1y.

G�en�eralisation de la m�ethode pour les fonctions �a p param�etres

Dans le paragraphe 3.3.3 nous avons donn�e la d�e�nition de la transformation
DP pour une fonction �a trois param�etres (�equation 3.35).

L'algorithme pour ces fonctions se d�eduit du pr�ec�edent de la fa�con suivante. Le
terme r0 d�epend maintenant d'une fonction �a deux param�etres f(x; y; z0) et d'une
fonction de forme f(x0; y0; z). Il su�t alors de d�eterminer exp�erimentalement la
fonction de forme et d'appliquer l'algorithme pr�ec�edent pour la fonction �a deux
variables pour obtenir un mod�ele de cette fonction et pouvoir calculer r0 en tout
point.

Si l'on applique de nouveau la transformation DP on obtient:

DP 1DP 0f(x; y; z) = f(x; y; z)� r0 � r
0
0

avec:

r00 =
(f(x; y; z1)� r0(x; y; z1)):(f(x1; y1; z)� r0(x1; y1; z))

f(x1; y1; z1)� r0(x1; y1; z1)
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+

/ /

* C * -

I1 I2 - - C C

I3 / I4 /

* C * C

I1 C C I2

Figure 3.8 : Structure du mod�ele du bras planaire
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On voit bien que r00 peut se calculer par le même proc�ed�e: en construisant
exp�erimentalement une fonction de forme f(x1; y1; z) et en utilisant l'algorithme
pr�ec�edent pour le mod�ele de f(x; y; z1). On peut alors d�e�nir r1 = r0 + r00.

De cette facon on peut construire rn = rn�1 + r0n�1 et terminer l'algorithme
quand on v�eri�e exp�erimentalement que f = rn.

De mani�ere plus g�enerale si f �a p param�etres alors r0n�1 peut s'obtenir �a partir
d'une fonction de forme de f et d'un mod�ele d'une fonction �a p� 1 param�etres.

On mesure qu'en utilisant cet algorithme sans pr�ecaution particuli�ere on va
faire crô�tre de fa�con exponentielle le nombre de fonctions de forme a acqu�erir.
Comme nous allons le montrer dans le paragraphe 4.2 il est cependant possible
d'obtenir des mod�eles partiels de f sans avoir recour �a de nouvelles exp�eriences.

Encore une derni�ere remarque: il est important de noter que les termes r0i(x; y)
(�equations 3.37 et 3.38) qui composent la transformation DPf aux di��erents
niveaux de r�ecurrence ne sont pas �equivalents aux termes

QP
j=0 'ij(xj) de la forme

analytique suppos�ee de f (�equation 3.1). La fonction �nale determinin�ee par DPf
est �equivalente �a f mais ses termes interm�ediaires n'ont rien �a voir avec les termes
de f .

3.5 Les fonctions de forme

Dans ce paragraphe nous allons analyser le probl�eme de la repr�esentation des
fonctions de forme.

Un des avantages qu'apporte la m�ethode d'identi�cation structurelle par rap-
port �a l'acquisition de mod�eles par identi�cation de param�etres simple est juste-
ment la r�eduction de la dimension du probl�eme d'identi�cation des param�etres.
Nous allons manipuler des fonctions d'une seule variable au lieu de fonctions �a
plusieurs dimensions. On �evitera ainsi l'e�et exponentiel d'augmentation de la
complexit�e du probl�eme d'identi�cation de param�etres que la croissance du nom-
bre de dimensions du probl�eme entrâ�ne.

Nous retrouvons ici la même probl�ematique mise en �evidence au chapitre 2.
Pour repr�esenter une fonction de forme on a le choix entre construire un mod�ele de
repr�esentation en utilisant une technique g�en�erique d'approximation fonctionnelle,
ou construire un mod�ele plus proche d'un mod�ele de connaissance d�etermin�e par
une �etape de caract�erisation.
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3.5.1 Les mod�eles de repr�esentation des fonctions de forme

Pour construire un mod�ele de repr�esentation d'une fonction de forme nous
avons en gros le choix entre utiliser un outil interpolateur du type \bô�te noire"
ou estimer la fonction de forme par une fonction interpolatrice explicite.

Si on veut choisir un outil interpolateur il existe bien des options: les r�eseaux
de neurones, l'interpolation lin�eaire, les \memory-based models", ou encore les
m�ethodes d'ajustement (�tting) de courbes par r�egression locale. Les m�ethodes
adaptatives d'interpolation qui ont �et�e analys�ees dans 2.2 sont toutes applicables
dans ce cas.

Il est important de remarquer que faire de l'interpolation de points sur un
ensemble de sous-probl�emes �a une seule dimension au lieu d'avoir un seul grand
probl�eme d'interpolation �a plusieurs dimensions entrâ�ne une forte r�eduction du
nombre de points n�ecessaires pour obtenir une pr�ecision donn�ee, et permet aussi
la parall�elisation de l'identi�cation de param�etres.

Nous n'allons pas analyser en d�etail l'utilisation des outils interpolateurs pour
la repr�esentation des fonctions de forme. Le choix de les utiliser e�ectivement
existe, mais il nous semble que l'utilisation des fonctions interpolatrices explicites,
qu'on analysera ensuite, est plus commode, plus �economique, et en cons�equence
plus adapt�ee aux probl�emes d'interpolation �a une dimension d'entr�ee.

Les polynômes alg�ebriques et les polynômes trigonom�etriques constituent deux
classes tr�es importantes de fonctions d'approximation, qui sous certaines condi-
tions connues, ont prouv�e être le moyen naturel d'estimation d'autres fonctions
plus au moins arbitraires [AKL86].

A la �n du dernier si�ecle, le math�ematicien allemand Weirstrass a prouv�e la
possibilit�e th�eorique d'estimer une fonction continue arbitraire par un polynôme
alg�ebrique (3.39) avec un niveau donn�e d'exactitude [AKL86], ce qui fait des
polynômes alg�ebriques des interpolateurs universels. Les polynômes trigonom�etriques
(3.40) constituent une deuxi�eme classe tr�es importante de fonctions d'approximation.

P (x) = a0 + a1x+ :::+ anx
n (3.39)

un(x) = �0 +
nX
k=1

(�kcos(kx) + �ksin(kx)) (3.40)
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Dans l'annexe D nous analysons ces deux classes de polynômes interpola-
teurs, et nous montrons comment est faite l'identi�cation des param�etres de ces
polynômes.

3.5.2 Caract�erisation des fonctions de forme

Jusqu'�a ce point nous avons trait�e le probl�eme de la repr�esentation des fonc-
tions de forme en supposant que le concepteur du mod�ele ne dispose pas d'infor-
mations pr�ealables �a propos de ces fonctions, et qu'une m�ethode g�en�erale d'appro-
ximation (ou d'interpolation) va être utilis�ee pour construire les repr�esentations
des fonctions. C'est-�a-dire qu'il n'y aura pas une phase de caract�erisation des
fonctions de forme, seulement un choix entre utiliser un outil d'approximation ou
utiliser une fonction interpolatrice, et pour chaque cas un choix d'outil ou de classe
de fonction �a utiliser.

Dans certains cas le concepteur peut être capable de caract�eriser son mod�ele,
et de choisir la (ou les) forme(s) fonctionnelle(s) id�eale(s) �a la r�epresentation des
fonctions de forme. La caract�erisation est id�eale dans ces cas, et une identi�cation
de param�etres id�eale (sans inuence de bruit) nous am�enerait �a un mod�ele parfait
du syst�eme.

Un cas illustrant bien cette caract�erisation id�eale dans la robotique est le cas
des bras manipulateurs. G�en�eralement l'�etat d'un manipulateur peut être d�eter-
min�e par l'ensemble des valeurs de ses articulations. Pour une articulation qui
r�ealise des mouvements de rotations, par exemple, les fonctions de forme vont
mettre en relation ses valeurs angulaires et les coordonn�ees cart�esiennes. On sait
bien que la forme fonctionnelle la plus ad�equate de repr�esentation pour ces fonc-
tions de forme seront les sinuso��des.

Une sinuso��de quelconque peut être repr�esent�ee par le polynôme trigonom�etri-
que �el�ementaire de l'�equation 3.41, qui est un cas particulier de la forme g�en�erale
D.6 (annexe D) ayant n = 1.

f(x) = a1 + a2cosx+ a3sinx (3.41)

On peut facilement identi�er les param�etres a1; a2; a3 en utilisant la m�ethode
classique pr�esent�ee au paragraphe 3.5.1. C'est-�a-dire que pour les cas des ma-
nipulateurs, les fonctions de forme n'ont besoin que de trois points pour être
d�etermin�ees.
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A l'exemple des manipulateurs, s'il est possible de caract�eriser id�ealement la
fonction de forme, l'exactitude du mod�ele construit par la m�ethode va d�ependre
seulement de l'exactitude de l'identi�cation param�etrique, qui �a son tour d�epend
des points d'interpolation.



Chapitre 4

Utilisation et transformation

des mod�eles

Les mod�eles acquis par la m�ethode d'identi�cation structurelle ont une archi-
tecture ouverte et simple. Cela permet d'envisager plusieurs types d'op�eration
sur la structure des mod�eles visant �a mieux les exploiter et même les transformer
a-posteriori s'il le faut.

Dans ce chapitre nous proposons une s�erie d'op�erations de base sur la structure
des mod�eles. En voici son plan.

� Les mod�eles directs acquis par la m�ethode ont une structure qui nous permet
le calcul des d�eriv�ees partielles du syst�eme. Au paragraphe 4.1 nous pr�esen-
tons les mod�eles di��erentiels directs pour le calcul de ces d�eriv�ees. Nous y
pr�esentons aussi une approche d'inversion des mod�eles. Cette inversion va
nous permettre le contrôle du syst�eme.

� Au paragraphe 4.2 nous proposons une variation de la m�ethode r�ecursive
d'identi�cation structurelle pour faire des transformations de mod�eles. Cette
m�ethode va permettre l'acquisition de nouveaux mod�eles et sous mod�eles �a
partir de mod�eles et sous mod�eles existants.

� Dans des conditions r�ealistes d'exp�erimentation les mod�eles acquis par la
m�ethode auront un �ecart de structure par rapport au syst�eme, c'est-�a-dire,
ses sorties vont toujours contenir une certaine erreur. Au paragraphe 4.3
nous proposons une approche d'estimation des marges d'erreur du mod�ele
dues au bruit contenu dans les donn�ees exp�erimentales.

� L'erreur du mod�ele direct peut être importante quand il y a une erreur
d'estimation des param�etres. Cette erreur est une cons�equence de l'utilisation
des donn�ees bruit�ees. Au paragraphe 4.4 nous proposons une technique
d'adaptation du mod�ele pour r�eduire l'erreur d'estimation des param�etres.
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Les param�etres vont être corrig�es et l'e�et du bruit contenu dans le donn�ees
va être minimis�e.

� 4.5. Dans ce dernier paragraphe nous allons faire une analyse quantitative
des donn�ees n�ecessaires �a l'acquisition des mod�eles par notre m�ethode.

4.1 Calcul des d�eriv�ees partielles et inversion du mo-

d�ele

Dans les termes de la Th�eorie des Syst�emes, les mod�eles acquis par notre m�e-
thode d'identi�cation structurelle sont dits des mod�eles directs, car ils peuvent
estimer les valeurs des sorties du syst�eme mod�elis�e �a partir des valeurs de ses
entr�ees. Dans ce paragraphe nous allons montrer comment obtenir un mod�ele dif-
f�erentiel direct du syst�eme �a partir de son mod�ele direct acquis par la m�ethode. Le
mod�ele di��erentiel direct fournit la matrice jacobienne des d�eriv�ees partielles du
syst�eme, avec laquelle on pourra inverser le mod�ele a�n de faire son asservissement.

La m�ethode va d�eterminer une structure compl�ete pour le mod�ele. Cette
structure sera compos�ee par un ensemble de fonctions de forme, un ensemble
d'op�erations alg�ebriques et un ensemble de param�etres identi��es.

Dans la suite nous allons consid�erer la repr�esentation arborescente du mod�ele
engendr�e par notre algorithme (�gure 3.8).

Nous rappelons que les symboles +��= repr�esentent les op�erations alg�ebriques,
les C repr�esentent les constantes de normalisation de la transformation DP , les
In repr�esentent les fonctions de formes. Les param�etres identi��es de la structure
sont les constantes de normalisation et les param�etres des �equations choisies pour
mod�eliser les fonctions de formes.

Les fonctions de forme �a la base de l'arbre et l'enchâ�nement d'op�erations al-
g�ebriques nous permettent de calculer les d�eriv�ees partielles des sorties par rapport
�a chaque entr�ee. Pour le calcul des d�eriv�ees partielles du premier ordre on utilise
les r�egles de di��erentiation classiques que nous allons rappeler.

� Pour une fonction de forme d�ependant d'une variable q, sa d�eriv�ee peut être
obtenue formellement par la di��erentiation de sa forme param�etrique, ou
alors la d�eriv�ee peut être estim�ee approximativement par : @f(q)

@q = �f(q)
�q

en utilisant deux valeurs calcul�ees de la fonction de forme. �A l'exception de
la variable q, les autres variables du syst�eme gardent des valeurs constantes
pendant l'acquisition de la fonction de forme. En cons�equence les d�eriv�ees
partielles de cette fonction de forme par rapport �a ces autres variables sont
nulles.
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� Pour les op�erations alg�ebriques, le calcul des d�eriv�ees de la sortie de l'op�eration
par rapport �a chaque variable d'entr�ee est fait en utilisant les r�egles de dif-
f�erentiation rappel�ees en 4.1. Pour ce calcul on utilise les valeurs des entr�ees
de l'op�eration et des d�eriv�ees partielles d�ej�a calcul�ees pour ces entr�ees.

@(u+ v)

@q
=

@u

@q
+
@v

@q

@(u� v)

@q
=

@u

@q
�
@v

@q

@(u � v)

@q
= u �

@v

@q
+ v �

@u

@q

@(uv )

@q
=

v � @u
@q � u � @v

@q

v2
(4.1)

La di��erentiation au premier ordre du mod�ele direct x = f(q) pour toutes les
xi sorties par rapport �a toutes les qj entr�ees nous donne la matrice jacobienne:

Jij =
@fi(q)

@qj
(i = 1; :::; m; j = 1; :::; n)

o�u: Jij d�e�nit l'�el�ement de la i-ni�eme ligne et j-i�eme colonne de la matrice,
m �etant le nombre de variables de sortie du syst�eme et n le nombre de variables
d'entr�ee du syst�eme.

Pour notre illustration nous pouvons �ecrire:

f(q) =

"
x
y

#
=

"
fx
fy

# "
�1
�2

#
(4.2)

Apr�es la di��erentiation nous allons avoir:

"
dx
dy

#
= J

"
d�1
d�2

#
=

"
@fx
@�1

@fx
@�2

@fy
@�1

@fy
@�2

# "
d�1
d�2

#

On obtient alors un ensemble d'�equations alg�ebriques lin�eaires:
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8<
:
dx =

P
j
@fx
@�j

� d�j

dy =
P
j
@fy
@�j

� d�j
(4.3)

L'int�erêt principal d'obtenir la matrice jacobienne du syst�eme mod�elis�e est de
pouvoir calculer l'inversion du mod�ele. Un mod�ele inverse est un mod�ele interne
qui produit une action en fonction d'un �etat du syst�eme et d'une sensation d�esir�ee
[JR91]. Il s'agit, e�ectivement, d'inverser l'ordre causal mis en jeu par le syst�eme
physique. Dans le cas de notre illustration, le bras planaire, si le bout du bras
ex�ecute un mouvement, l'origine est bien l'ensemble des commandes motrices ap-
pliqu�ees au bras. Un roboticien doit alors concevoir un module, un algorithme, ou
d'une mani�ere plus g�en�erale une repr�esentation fonctionnelle permettant le pas-
sage automatique des e�ets voulus aux causes, de la trajectoire du bout du bras
aux commandes motrices.

Les mod�eles inverses sont tr�es utiles dans plusieurs domaines. Notre int�erêt est
particuli�erement centr�e sur l'utilisation des mod�eles inverses pour l'asservissement
des syst�emes, o�u un contrôleur re�coit une sensation d�esir�ee comme entr�ee et doit
trouver une action qui puisse engendrer une sensation aussi proche que possible
de la sensation d�esir�ee; c'est-�a-dire, le contrôleur doit inverser la transformation
d'actions en sensations (le mod�ele direct).

Une fa�con de faire l'asservissement est d'utiliser un mod�ele inverse explicite
comme contrôleur. Cependant, tandis que les mod�eles directs sont d�etermin�es de
fa�con unique, les mod�eles inverses g�en�eralement ne le sont pas. Si le syst�eme est
caract�eris�e par un \mapping many-to-one\ des actions aux sensations, alors il e-
xiste g�en�eralement un nombre in�ni de mod�eles inverses possibles. En Robotique
ces syst�emes sont d�e�nis comme ayant des degr�es de libert�e en exc�es.

Il faut aussi remarquer que l'inversion n'existe pas toujours - il n'est pas
toujours possible d'atteindre n'importe quelle sensation d�esir�ee en partant de
n'importe quel �etat.

Le probl�eme de l'inversion des mod�eles est assez complexe. Une solution
analytique, qui nous donne un mod�ele inverse explicite, est plus d�esirable, car
l'asservissement doit être fait g�en�eralement en temps r�eel et le calcul �a partir d'un
mod�ele explicite est normalement plus rapide. Dans la pratique les concepteurs
cherchent �a �etablir des heuristiques ou des algorithmes d'inversion pour trouver
un mod�ele explicite. Chacune de ces techniques n'est valable que pour certaines
cat�egories de syst�eme [SV89].

Une solution alternative pour l'inversion des mod�eles est l'utilisation des pro-
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c�ed�es it�eratifs, qui sont bas�es sur un mod�ele inverse di��erentiel du syst�eme et qui
r�eduisent progressivement l'�ecart r�esiduel dû �a l'erreur du mod�ele inverse de fa�con
it�erative. La matrice jacobienne est largement utilis�ee par les m�ethodes it�eratives.

La formulation di��erentielle de premier ordre du probl�eme, qu'on voit dans le
syst�eme d'�equations 4.3, permet l'utilisation des techniques math�ematiques pour
la r�esolution des syst�emes d'�equations alg�ebriques lin�eaires.

Dans le syst�eme d'�equations 4.3 on veut calculer d�j �etant donn�es dx et dy.
La jacobienne J est la matrice des coe�cients du syst�eme d'�equations lin�eaires,
et la solution de ce syst�eme pour le vecteur d'inconnues �j �equivaut au calcul de
l'inverse de la matrice jacobienne J�1 au point o�u se trouve le syst�eme [Pre92].
L'inversion du notre mod�ele peut être donc repr�esent�ee par l'�equation 4.4.

"
d�1
d�2

#
= J�1

"
dx
dy

#
(4.4)

L'inversion num�erique des matrices carr�ees ne pose pas de di�cult�es particuli�e-
res. Pour plusieurs probl�emes, pourtant, la matrice jacobienne ne sera pas carr�ee.
Pour pouvoir inverser une jacobienne non carr�ee il faut utiliser une technique de
pseudo-inverse ((JTJ)�1JT ).

4.2 Une m�ethode de transformation de mod�eles

Dans ce paragraphe nous pr�esentons une m�ethode de transformation de mo-
d�eles qui permet l'acquisition d'un nouveau mod�ele �a partir d'autres mod�eles si-
milaires existants.

En fait cette m�ethode de transformation est �equivalente �a la m�ethode d'ac-
quisition de mod�eles propos�ee au chapitre 3. La seule di��erence est que notre
m�ethode initiale �etait destin�ee �a mod�eliser les fonctions de l'ensemble Fn d�ecrit
par l'�equation 3.10 et cette deuxi�eme m�ethode sert �a mod�eliser les fonctions con-
tenues d'ensemble F�

n (�equation 4.5).

F�
n = f f 2 F telle que f(x) = '0(x): 0+ '1(x): 1 + :::+ 'n(x): n

o�u '0; '1; :::; 'n sont des fonctions quelconques et

 0;  1; :::;  n sont des scalairesg (4.5)
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x repr�esente une variable ou un vecteur ayant un nombre quelconque de vari-
ables.

Les cas qui nous int�eressent ici sont ceux o�u �a partir d'un seul ensemble
donn�e de fonctions f'0(x); '1(x); :::; 'n(x)g on peut obtenir un ensemble de fonc-
tions de F�

n: ff0(x); :::; fm(x)g en utilisant des ensembles distincts de scalaires:
ff 0

0; :::;  
0
ng ; :::; f 

m
0 ; :::;  

m
n gg, ou autrement dit o�u f'0(x); '1(x); :::; 'n(x)g forme

la base d'un espace vectoriel de fonctions.

Le but de la m�ethode est d'acqu�erir un mod�ele d'une fonction:

fm(x) =
nX
i=0

'i(x): 
m
i

�a partir de:

� un ensemble de fonctions ffi0(x); :::; fin(x)g d�ej�a mod�elis�ees,

� plus un ensemble de points (donn�ees exp�erimentales) ffm(x0); :::; fm(xn)g.

sans connâ�tre pour autant les termes de la base 'i.

4.2.1 La transformation DC

Nous allons d�e�nir une transformation DC:

DC(xa;ia)fm(x) = fm(x)�
fia(x):fm(xa)

fia(xa)
(4.6)

avec xa et ia tels que fia(xa) 6= 0.

Pour simpli�er les notations nous allons utiliser DCaf �a la place de DC(xa;ia)f .

Comme pour la transformationDP nous voulons montrer que la transformation
DC utilis�ee de fa�con r�ecursive peut imiter exactement toute fonction appartenant
�a l'ensemble F�

n.

Pour montrer cela on va d�e�nir un ensemble d'ensembles �� (4.7).
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8>>>>>><
>>>>>>:

��0 =
�
fm 2 F et 9(x0; i0) tel que 9DC

0fm et DC0fm = 0
	

��1 =
�
fm 2 F et 9(x1; i1) tel que DC

1fm existe et appartient �a ��0
	

��2 =
�
fm 2 F et 9(x2; i2) tel que DC2fm existe et appartient �a ��1

	
...
��n =

�
fm 2 F et 9(xn; in) tel que DC

nfm existe et appartient �a ��n�1
	

9>>>>>>=
>>>>>>;
(4.7)

Le premier des ensembles de 4.7, ��0, contient toutes les fonctions de F pour
lesquelles la transformation DC0f est identiquement nulle. De fa�con r�ecursive, ��1
contient toutes les fonctions de F pour lesquelles la transformation DC0f d�e�nit
une fonction qui �a son tour appartient a l'ensemble ant�erieur ��0.

Nous voulons prouver le th�eor�eme suivant:

Th�eor�eme: Pour toute fonction fm et tout n, s'il existe une suite

(x0; i0); :::; (xn; in) de couples distincts telle que:

� fi0(x0) 6= 0,

� DC0fi1(x1) 6= 0, ... ,

� DCnDCn�1:::DC0fin(xn) 6= 0

alors:

fm 2 ��n , fm 2 F�
n

Il faut remarquer que dans cette nouvelle formulation la r�ecurrence joue sur le
choix des mod�eles connus qui vont être utilis�es. Ainsi:

DC1DC0fm(x) = DC0fm(x)�
DC0fi1(x):DC

0fm(x1)

DC0fi1(x1)
(4.8)

o�u DC0fi1(x) peut s'�ecrire comme:

DC0fi1(x) = fi1(x)�
fi0(x):fi1(x0)

fi0(x0)
(4.9)
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On voit que ce terme d�epend des mod�eles des fonctions fi0 et fi1 .

La preuve de ce th�eor�eme est similaire �a celle d�ecrite aux paragraphes 3.3.1 et
3.3.2. Elle est donn�ee dans l'annexe E. La transformation DC est en fait la même
transformation DP , qui dans cette deuxi�eme version n'utilise plus les fonctions de
forme mais un ensemble de mod�eles connus de fonctions similaires plus un ensem-
ble de donn�ees exp�erimentales de la nouvelle fonction qu'on veut mod�eliser.

4.2.2 Utilisation de la m�ethode de transformation

Nous appelons la m�ethode present�ee dans ce paragraphe notre m�ethode de
transformation parce qu'elle permet l'acquisition d'un nouveau mod�ele �a partir
d'un ensemble de mod�eles \similaires" existants. La \similitude" de mod�eles a un
sens tr�es pr�ecis dans ce context, qui est d�etermin�ee par l'existence d'un ensemble
commun de fonctions f'0; '1; :::; 'ng. Si cet ensemble de mod�eles similaires existe,
le mod�ele d'une nouvelle fonction peut être acquis �a partir d'un ensemble de n
points (donn�ees exp�erimentales) de cette nouvelle fonction (n �etant le nombre de
termes des fonctions similaires).

La m�ethode de transformation va être tr�es utile dans les cas suivants:

� les caract�eristiques d'un syst�eme d�ej�a mod�elis�e changent: la m�e-
thode de transformation va permettre une esp�ece de \calibrage" des mod�e-
les acquis par la m�ethode d'identi�cation structurelle. Tout changement des
caract�eristiques d'un syst�eme mod�elis�e qui preserve la d�ependance entre les
variables d'entr�ee (qui garde le nombre de termes des polynômes du mod�ele
et la structure des fonctions des forme) peut être mod�elis�e par une trans-
formation �a partir d'un nombre de \versions" initiales du mod�ele et d'un
nombre de \points de calibrage";

� on doit mod�eliser plusieurs objets ayant les mêmes caract�eris-
tiques: on fait l'acquisition par identi�cation structurelle d'un nombre ini-
tial de mod�eles et on obtient les suivants par transformation �a partir d'un
nombre beaucoup plus r�eduit de donn�ees exp�erimentales;

� on fait l'acquisition d'un mod�ele par identi�cation structurelle
d'une fonction ayant plus de trois variables d'entr�ee: pendant l'acquisition
d'un mod�ele par la m�ethode d'identi�cation structurelle il est possible d'utiliser
la m�ethode de transformation pour limiter le nombre de fois qu'un \sous mo-
d�ele" doit être acquis.
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La transformation de sous mod�eles

Soit une fonction f(x; y; z; w). Nous allons appeler sous-mod�ele de f acquis
par la m�ethode toute fonction interm�ediaire construite du type de f(x; y; z; w0).
Un sous-mod�ele est donc d�etermin�e par un sous-ensemble de l'ensemble de vari-
ables du mod�ele. Une fonction de forme, par exemple, est un sous-mod�ele �a une
variable d'entr�ee.

Si on �ecrit la transformation DPf on obtient:

DP 0f(x; y; z; w) = f(x; y; z; w)�
f(x; y; z; w0):f(x0; y0; z0; w)

f(x0; y0; z0; w0)
(4.10)

Le sous-mod�ele f(x; y; z; w0) peut être vu comme une fonction g(x; y; z), qu'on
peut mod�eliser en utilisant une DPg:

DP 0g(x; y; z) = f(x; y; z; w0)�
f(x; y; z0; w0):f(x0; y0; z; w0)

f(x0; y0; z0; w0)
(4.11)

La DP 1DP 0g va être:

DP 1DP 0g(x; y; z) = DP 0g(x; y; z)�
DP 0g(x; y; z1):DP 0g(x1; y1; z)

DP 0g(x1; y1; z1)
(4.12)

Le terme DP 0g(x; y; z1) va être:

DP 0g(x; y; z1) = f(x; y; z1; w0)�
f(x; y; z0; w0):f(x0; y0; z1; w0)

f(x0; y0; z0; w0)
(4.13)

Si on revient �a f , et on �ecrit DP 1DP 0f :

DP 1DP 0f(x; y; z; w) = DP 0f(x; y; z; w)�
DP 0f(x; y; z; w1):DP 0f(x1; y1; z1; w)

DP 0g(x1; y1; z1; w1)
(4.14)
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O�u le terme DP 0f(x; y; z; w1) va être:

DP 0f(x; y; z; w1) = f(x; y; z; w1)�
f(x; y; z0; w1):f(x0; y0; z; w1)

f(x0; y0; z0; w1)
(4.15)

Cette suite contient quelques-uns des pas �a suivre dans l'acquisition du mod�ele
de f . Si dans ces �equations on fait attention aux sous-mod�eles qui ont x; y comme
hyperespace d'entr�ee on trouvera: f(x; y; z0; w0) (�equation 4.11), f(x; y; z1; w0)
(�equation 4.13) et f(x; y; z0; w1) (�equation 4.15). Ce sont les \versions" des sous-
mod�eles en x; y qui vont se multiplier pendant l'acqusition de f . Le nombre total
de versions de ces sous-mod�eles dependera des niveaux de recurrence de la trans-
formation. Le nombre total de variables du mod�ele d�etermine aussi les nombres
de versions n�ecessaires de chaque sous-espace.

La sortie des sous mod�eles en x; y peut être d�ecrite par l'�equation 4.16:

h(x; y) =
nX
i=0

'i(x): i(y):�i(zj):�i(wk) (4.16)

o�u les indices j et k sont determin�es par l'algorithme de la m�ethode.

Si on note: �i(x; y) = 'i(x): i(y) et �
jk
i = �i(zj):�i(wk) on peut �ecrire h

comme:

h(x; y) =
nX
i=0

�i(x; y):�
jk
i (4.17)

on constate que h 2 F�.

Il faut remarquer que l'�equation 4.17 est une description analytique des sous
mod�eles (en particulier de ceux d�etermin�es par deux variables) mais qu'en pra-
tique on n'a pas acc�es aux termes �i(x; y). On dispose seulement des valeurs de
x; y et de la valeur de h(x; y) pour certains points (donn�ees exp�erimentales). Si on

connaisait les valeurs des �i(x; y) l'estimation des �jki d'un nouveau sous-mod�ele
serait la solution d'un syst�eme d'�equations simple. Nous avons d�ej�a fait cette
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remarque en parlant de l'algorithme de la m�ethode. Les pas interm�ediaires de
l'acquisition ne correspondent pas aux termes du polynôme qu'on mod�elise.

De fa�con g�en�erale, un sous mod�ele a son ensemble de variables (son hyperes-
pace), et dehors il y a l'ensemble des variables restantes (encore non rajout�ees) du
mod�ele. Plus grand est cet ensemble restant, plus nombreuses seront les versions
du sous mod�ele. Chaque version est d�etermin�ee par un vecteur distinct de valeurs
constantes attribu�ees aux variables restantes. Mais �a la �n toutes ces versions
peuvent s'�ecrire sous la forme de l'�equation 4.17.

Nous pouvons, donc, utiliser la m�ethode de transformation aux sous-mod�eles.
On doit faire l'acquisition d'un ensemble initial de n versions (avec DP ), o�u n est
le niveau de recurrence n�ecessaire pour acquerir le sous-mod�ele, et on obtient les
versions suivantes par transformation.

En pratique, si on consid�ere le rapport nombre de donn�ees exp�erimen-
tales n�ecessaires �a l'acquisition d'un mod�ele / nombre de variables du mod�ele,
la m�ethode de transformation lin�earise l'�evolution de ce rapport. Une
analyse quantitative detaill�ee est pr�esent�ee au paragraphe 4.5.

L'adaptation des mod�eles existants

Pour montrer comment fonctionne l'adaptation des mod�eles existants en utili-
sant la m�ethode de transformation de mod�eles nous allons reprendre l'illustration
du bras planaire. Comme pour la pr�esentation de la m�ethode nous allons consi-
d�erer qu'un \Deus ex machina" nous donne les formes analytiques des mod�eles et
des fonctions de forme. Cela nous facilite l'illustration, mais ces informations ne
sont pas n�ecessaires dans l'application pratique de la m�ethode.

Supposons qu'on dispose de deux mod�eles du bras planaire:

� mod�ele 0: (longueur des segments = 1 et 2) f0(�1; �2) = cos(�1)+2�cos(�1+
�2)

� mod�ele 1: (longueur des segments = 2 et 3) f1(�1; �2) = 2 � cos(�1) + 3 �
cos(�1 + �2)

Nous voulons obtenir un mod�ele f2 d'un bras planaire similaire aux bras mo-
d�elis�es par f0 et f1, mais qui a la longueur de ses segments = 3 et 4.

La transformation DC0f2 aura la forme:

DC0f2(�1; �2) = f2(�1; �2)�
f0(�1; �2):f2(�

0
1; �

0
2)

f0(�01; �
0
2)

(4.18)
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On peut aussi �ecrire la transformation DC1DC0f2:

DC1DC0f2(�1; �2) = DC0f2(�1; �2)�
DC0f1(�1; �2):DC

0f2(�
1
1; �

1
2)

DC0f1(�
1
1; �

1
2)

(4.19)

o�u DC0f1(�1; �2) peut s'�ecrire comme:

DC0f1(�1; �2) = f1(�1; �2)�
f0(�1; �2):f1(�

0
1; �

0
2)

f0(�
0
1; �

0
2)

(4.20)

Nous connaissons les mod�eles f0 et f1, et nous savons qu'ils ont deux termes (ils
apartiennent �a F1). Nous mod�elisons un bras similaire, donc nous pouvons con-
clure que f2 appartient aussi �a F1 et �a F

�
1 . En cons�equenceDC

1DC0f2(�1; �2) = 0.

Nous allons remplacer dans l'�equation 4.19 les termes d�ecrits par les �equations
4.18 et 4.20:

f2(�1; �2)�
f0(�1; �2):f2(�01; �

0
2)

f0(�01; �
0
2)

�
(f1(�1; �2)�

f0(�1;�2):f1(�
0
1;�

0
2)

f0(�
0
1 ;�

0
2)

):(f2(�
1
1; �

1
2)�

f0(�
1
1 ;�

1
2):f2(�

0
1;�

0
2)

f0(�
0
1 ;�

0
2)

)

f1(�
1
1; �

1
2)�

f0(�
1
1;�

1
2):f1(�

0
1;�

0
2)

f0(�01 ;�
0
2)

= 0 (4.21)

Si on choisit �11 = 0,�11 = �=2, �12 = 0 et �12 = �=2:

� on a besoin de deux donn�ees exp�erimentales du nouveau bras (nous consi-
d�erons que ces deux valeurs peuvent être obtenues):

? f2(�01; �
0
2) = 7

? f2(�
1
1; �

1
2) = �4

� on a besoin de deux valeurs calcul�ees par le premier mod�ele :

? f0(�
0
1; �

0
2) = 3
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? f0(�
1
1; �

1
2) = �2

� et on a besoin de deux valeurs calcul�ees par le deuxi�eme mod�ele :

? f1(�
0
1; �

0
2) = 5

? f1(�11; �
1
2) = �3

L'�equation 4.21 devient alors:

f2(�1; �2) =
f0(�1; �2):7

3
+

(f1(�1; �2)�
f0(�1;�2):5

3 ):(�4� �2:7
3 )

�3� �2:5
3

(4.22)

Nous allons faire les substitutions des �equations connues des mod�eles f1 et f2:

f2(�1; �2) =
7:(cos(�1) + 2:cos(�1 + �2))

3
+

(2:cos(�1) + 3:cos(�1 + �2)�
5:(cos(�1)+2:cos(�1+�2))

3 ):(2=3)

1=3

Apr�es quelques simpli�cations on trouve:

f2(�1; �2) =
7
3 :cos(�1) +

14
3 :cos(�1 + �2) + 4:cos(�1) +

6:cos(�1 + �2)�
10
3 :cos(�1)�

20
3 :cos(�1 + �2)

Et �nalement:

f2(�1; �2) = 3:cos(�1) + 4:cos(�1 + �2) (4.23)

Nous avons trouv�e le mod�ele f2 du bras de longueurs de segments �egales �a 3
et 4, en utilisant seulement deux donn�ees exp�erimentales (f2(0; 0) et f2(�=2; �=2))
et deux mod�eles connus auparavant (f0 et f1). Bien sur la transformation donne
les mêmes r�esultats pour n'importe quel choix de �01,�

1
1,�

0
2 et �12 (si ces valeurs

respectent les conditions de non nullit�e de la transformation).
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4.3 Analyse de l'erreur d'estimation d'un mod�ele

Dans ce paragraphe nous allons pr�esenter une approche qui va nous permettre
d'estimer les marges de l'erreur contenue dans les sorties des mod�eles acquis par
notre m�ethode.

L'estimation, même approximative, des marges de l'erreur des sorties calcul�ees
par le mod�ele direct peut être utile comme indice de la �abilit�e du mod�ele. Cepen-
dant, quand le mod�ele est utilis�e pour asservir le syst�eme, la manque de pr�ecision
du mod�ele direct ne compromet pas n�ecessairement la pr�ecision de l'inversion du
mod�ele.

Les erreurs d'un mod�ele sont produites soit par une caract�erisation imparfaite,
soit par une identi�cation imparfaite des param�etres. Dans le contexte de notre
m�ethode, la caract�erisation faite par le concepteur est restreinte aux fonctions
de forme. Pendant le processus automatique d'identi�cation structurelle un seul
choix peut être consid�er�e comme �etant une caract�erisation du mod�ele: le choix
du nombre de r�ecurrences de la transformation DP . Nous allons consid�erer ce
choix comme �etant parfait. Nous allons aussi consid�erer que la caract�erisation des
fonctions de forme est ad�equate, c'est-�a-dire, que le concepteur a choisi une forme
param�etrique qui est id�eale (voir 3.5.2) ou au moins il a choisi un outil ou une
classe de fonctions interpolatrices assez puissante pour r�epr�esenter la fonction de
forme avec une pr�ecision donn�ee.

Dans ces conditions nous allons analyser les erreurs des mod�eles comme �etant
cons�equence d'une identi�cation imparfaite des param�etres des fonctions de forme.
L'identi�cation param�etrique des fonctions de forme va d�ependre fortement des
donn�ees exp�erimentales, obtenues directement du syst�eme mod�elis�e. S'il s'agit de
la mod�elisation d'un syst�eme physique (non simul�e) ces donn�ees exp�erimentales
vont contenir toujours un certain niveau de bruit, qui peut être plus au moins
important en fonction des caract�eristiques du processus d'acquisition des donn�ees.
Ce bruit va entrâ�ner un �ecart sur l'estimation param�etrique des fonctions de
forme. Les erreurs d'estimation vont être propag�ees �a travers le mod�ele jusqu'aux
sorties calcul�ees.

L'estimation des marges d'erreur du mod�ele comporte deux �etapes: l'estima-
tion des marges d'erreur des sorties des fonctions de forme, que nous allons analyser
au paragraphe 4.3.1, et la propagation de ces valeurs jusqu'�a la sortie du mod�ele,
qui nous allons analyser au paragraphe 4.3.3. Au paragraphe 4.3.2 nous analysons
les fonctions de sensibilit�e des polynômes interpolateurs.
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4.3.1 Estimation des marges d'erreur des fonctions de forme

Pour chaque fonction de forme, un ensemble de donn�ees exp�erimentales va être
utilis�e pour r�ealiser une identi�cation des valeurs d'un vecteur de param�etres. La
fonction de forme va donc être repr�esent�ee par un point O (nominal) dans un
espace param�etrique. L'existence du bruit d'�etat dans les donn�ees empêche en
pratique l'identi�cation du point dans cette espace param�etrique relatif �a l'objet.
Cependant, si une identi�cation id�eale �etait possible, pour un point n de l'espace
d'entr�ee, l'�ecart w entre les sorties sO de la fonction de forme et les sorties sM de
son mod�ele ne pourrait repr�esenter que du bruit d'�etat.

sO(n) = sM (n; p) + w(n) (4.24)

On peut consid�erer qu'un autre mod�ele sM (n; p+�p), �p �etant une variation des
param�etres du mod�ele, aurait pu donner la sortie bruit�ee de sO en n.

sO(n) = sM (n; p+�p)

Un d�eveloppement au premier ordre permet d'�ecrire:

sO(n) = sM (n; p) +
KX
k=1

�pk�k(n) (4.25)

f�kgk=1;K �etant des fonctions de sensibilit�e. Dans le cas d'un mod�ele qui
contient un vecteur de param�etres p, une fonction de sensibilit�e �k relative au
param�etre pk aura la forme:

�k =
@sM
@pk

(4.26)

Une fonction de sensibilit�e peut être donn�ee par la di��erentiation de la forme
param�etrique de la fonction de forme, ou calcul�e num�eriquement pour un point n
donn�ee par:

�k(n) =
sM(n; pk + �pk)� sM(n; pk)

�pk
(k = 1; :::; K)

les param�etres pi : i 6= k restants inchang�es.

D'apr�es 4.24 et 4.25 on peut �ecrire:
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w(n) =
KX
k=1

�pk�k(n) (4.27)

soit:

w(n) = �pT�(n) (4.28)

o�u:

�p = (�p1;�p2; :::;�pK)
T

�(n) = [�1(n); �2(n); :::; �K(n)]
T

On ne connâ�t toujours pas le mod�ele id�eal, pas plus que le vecteur �p. Une
m�ethode d'identi�cation param�etrique peut calculer un point qu'appartient �a un
domaine iso-distance d�etermin�e par le bruit. Supposant que nous nous int�eressons
�a une estimation même approximative du bruit contenu dans les sorties des fonc-
tions de forme, nous allons supposer que le point relatif �a l'objet sera quelque part
proche du centre de l'iso-domaine d�etermin�e par le bruit, et qu'une estimation au
sens des moindres carr�es d'un ensemble d'essais d'identi�cation des param�etres
serait une bonne approximation de ce centre.

Pour estimer les marges d'erreur des sorties d'une fonction de forme nous allons
utiliser le bruit calcul�e par 4.28. A la place du vecteur �p on utilise un vecteur
�pmax avec les �ecarts maximaux entre la valeur estim�ee de pO et les valeurs des
param�etres de l'ensemble d'essais d'identi�cation.

�pmaxk = maxkpOk � pMki
k8i (k = 1; :::; K)

L'erreur maximale emax de la fonction de forme au point n de l'espace d'entr�ee
sera alors estim�ee par:

emax(n) = k�pTmax�(n)k (4.29)

�etant donn�ee qu'on est capable d'estimer l'erreur maximale d'une fonction de
forme, on veut maintenant calculer l'erreur maximale e0max du calcul de sa d�eriv�ee
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@sM
@x par rapport �a sa seule entr�ee x (�a ne pas confondre avec la d�eriv�ee de son
erreur maximale).

e0max(n) =
@(sM(n) + emax(n))

@x
�
@sM (n)

@x
(4.30)

D'apr�es 4.29 et 4.30 on obtient:

e0max(n) =
@(sM (n) + k�pTmax�(n)k)

@x
�
@sM(n)

@x

=
@(k�pTmax�(n)k)

@x

= k�pTmax�
0(n)k

o�u:

�0(n) =
�
�01(n); �

0
2(n); :::; �

0
K(n)

�T

et

�0k(n) =
@�k(n)

@x
(4.31)

Encore une fois �0k peut être obtenue formellement par di�erentiation de la
fonction de sensibilit�e �k ou num�eriquement par:

�0k(n; x) =
�k(n; x+ �x)� �k(n; x)

�x

4.3.2 Les fonctions de sensibilit�e des polynômes interpolateurs

Les polynômes interpolateurs ont �et�e pr�esent�es dans 3.5. Si les fonctions de
forme sont estim�ees par ces polynômes alors les fonctions de sensibilit�e peuvent
être analytiquement d�etermin�ees.
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Les fonctions de sensibilit�e des polynômes alg�ebriques Les polynômes
alg�ebriques ont la forme g�en�erale:

P (x) =
NX
k=0

akx
k (4.32)

o�u N est le d�egr�e du polynôme.

Pour les mod�eles directs la fonction de sensibilit�e �k relative au k-i�eme param�etre
d'une fonction de forme (�equation 4.26) va être d�etermin�ee par:

�k = xk (k = 1::N)

�0 = 1

Pour les mod�eles di��erentiels directs la d�eriv�ee de la fonction de sensibilit�e
�0k relative au k-i�eme param�etre d'une fonction de forme (�equation 4.31) va être
d�etermin�ee par:

�0k = kxk�1 (k = 1::N)

�00 = 0

Les fonctions de sensibilit�e des polynômes trigonom�etriques Les poly-
nômes trigonom�etriques ont la forme g�en�erale :

P (x) = a1 +
NX
i=1

(a2icos(ix) + a2i+1sin(ix)) (4.33)

Pour les mod�eles directs la fonction de sensibilit�e �k relative au param�etre ak
d'une fonction de forme va être d�etermin�ee par:

�k = cos(ix) (k = 2; 4; :::; 2:N ; i= k=2)

�k = sin(ix) (k = 3; 5; :::; 2:N + 1; i = (k � 1)=2)

�1 = 1

Pour les mod�eles di��erentiels directs la d�eriv�ee de la fonction de sensibilit�e �0k
relative au param�etre ak d'une fonction de forme va être d�etermin�ee par:

�k = �sin(ix)i (k = 2; 4; :::; 2:N ; i= k=2)

�k = cos(ix)i (k = 3; 5; :::; 2:N + 1; i = (k� 1)=2)

�1 = 0
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4.3.3 Propagation des marges d'erreur

Les marges d'erreur estim�ees pour les fonctions de forme doivent être propag�ees
�a travers la structure du mod�ele jusqu'aux sorties. Nous allons maintenant d�eriver
pour chaque op�eration alg�ebrique le calcul des marges d'erreur en fonction des
marges d'erreur de ses entr�ees.

Pour la somme:

s+ = a+ b

s+max = (a+ eamax) + (b+ ebmax)

e+max = s+max � s
+e+max = eamax + ebmax

Pour la di��erence:

s� = a� b

s�max = (a+ eamax)� (b� ebmax)

e�max = s�max � s
�e�max = eamax + ebmax

Pour le produit:

s� = a � b

s�max = (kak+ eamax) � (kbk+ ebmax) � signe(a) � signe(b)

e�max = s�max � s�

e�max = signe(a) � b � eamax + signe(b) � a � ebmax + eamax � e
b
max

o�u signe(x) = �1 si x < 0 et signe(x) = 1 au cas contraire. (signe(x)� kxk =
x).

Pour la division:

s� = a=b

s�max = (signe(a) � (kak+ eamax))=(signe(b) � (kbk � e
b
max))

e�max = s�max � s�

e�max =
signe(a) � b � eamax + signe(b) � a � ebmax

b2 � kbk � ebmax

Les mêmes formes de propagation sont utilis�ees pour les marges d'erreur du
mod�ele direct et du mod�ele di��erentiel direct.



70 CHAPITRE 4. UTILISATION ET TRANSFORMATION DES MOD�ELES

4.4 R�eduction de l'erreur d'estimation d'un mod�ele

Les �equations du paragraphe 4.3.3 laissent entrevoir une expansion tr�es rapide
de l'erreur dans le mod�ele. L'arbre du mod�ele acquis peut contenir centaines
d'op�erations, et e�ectivement les erreurs d'estimation des fonctions de forme �a la
base du mod�ele augmentent de fa�con presque exponentielle par la suite des calculs.

Cette caract�eristique n�egative des mod�eles s'explique par le fait d'avoir un es-
pace param�etrique r�eduit (nombre r�eduit de param�etres) par rapport au nombre
d'op�erations de calcul faites �a partir des valeurs de ces param�etres. Un �ecart,
même r�eduit, du point estim�e de l'espace param�etrique par rapport au point id�eal
peut entrâ�ner un erreur importante sur les sorties du mod�ele.

Pour minimiser ce probl�eme, et pour pouvoir acqu�erir un mod�ele d'une pr�e-
cision d�esir�ee �a partir des donn�ees bruit�ees, nous proposons une technique d'a-
daptation des mod�eles, qui va permettre la r�eduction de l'�ecart dans l'espace
param�etrique du mod�ele.

Cette technique consiste �a �etendre le concept des fonctions de sensibilit�e, qui
ont �et�e pr�esent�es en 4.3.1. Dans ce paragraphe nous avons utilis�e les fonctions de
sensibilit�e pour estimer les marges d'erreur des fonctions de forme. Les fonctions
de sensibilit�e d'une fonction de forme sont en fait ses d�eriv�es partielles par rapport
�a chacun de ses param�etres.

Nous pouvons utiliser le même proc�ed�e que celui pr�esent�e au paragraphe 4.1
pour propager les d�eriv�es partielles des fonctions de forme jusqu'aux sorties du
mod�ele. On obtient ainsi les fonction de sensibilit�e du mod�ele entier, ou plus pr�e-
cis�ement, on dispose des d�eriv�es partielles de chaque sortie du mod�ele par rapport
�a chaque param�etre qui d�etermine cette sortie 1.

Nous pouvons maintenant d�e�nir un Jacobien de l'espace param�etrique. Ce
Jacobien va mettre en relation un ensemble de points de l'hyperespace d'entr�ee
du mod�ele et l'ensemble des param�etres du mod�ele. Prenons une sortie isol�ee x
du mod�ele direct: x = h(q; p), q �etant le vecteur des entr�ees et p le vecteur des
param�etres du mod�ele h. Le Jacobien de l'espace param�etrique va être d�e�ni par:

Jij =
@h(qi; p)

@pj
(i = 1; :::; m; j = 1; :::; n)

1Nous construisons un mod�ele pour chaque sortie du mod�ele, donc chaque sortie est d�e�nie
par un ensemble distinct de param�etres
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o�u: Jij d�e�nit l'�el�ement de la i-ni�eme ligne et j-i�eme colonne de la matrice
jacobienne, m �etant le nombre de points consid�er�es et n le nombre de param�etres
du syst�eme.

Pour chaque point pris en consid�eration dans le Jacobien de l'espace param�e-
trique il existe une di��erence entre sa valeur calcul�ee par le mod�ele et sa valeur
r�eelle (pour la sortie en question). Nous appelons D le vecteur des di��erences.
Nous suivons le même proc�ed�e utilis�e pour l'asservissement du syst�eme. La ma-
trice jacobienne J est invers�ee (par une technique de pseudo inversion) et en suite
Jy est multipli�e par DT .

P = JyDT

Le vecteur P sera multipli�e par un gain d'asservissement g. P:g nous donnera
les valeurs des corrections qu'on va appliquer sur le vecteur p des param�etres du
mod�ele. Les corrections doivent r�eduire l'�ecart dans l'espace param�etrique et donc
r�eduire les di��erences entre les valeurs calcul�ees et r�eelles pour les points choisis.
Le proced�e peut être r�epet�e dans une boucle jusqu'�a que les di��erences soient dans
des limites acceptables.

La technique d'adaptation doit être appliqu�ee sur un ensemble des points o�u
se trouvent:

� les points d'interpolation (pour lesquels l'erreur d'estimation est nulle)

� plus un nouvel ensemble de points de l'hyperespace du mod�ele. L'estimation
faite par le mod�ele pour ces points contient normalement un erreur non nulle
de calcul qu'on veut r�eduire.

De cette fa�con on peut être sûr que le mod�ele adapt�e est meilleur que le mod�ele
initial.

La technique d'adaptation peut être lourde et instable si elle est appliqu�ee
pour un mod�ele ayant un grand nombre de param�etres, ou de points, ou encore
s'il existe un grand �ecart initial dans l'espace param�etrique.

Nous avons utilis�e la technique d'adaptation de mod�eles dans le proc�ed�e d'ac-
quisition. Apr�es l'acquisition de chaque sous mod�ele nous faisons l'adaptation des
param�etres sp�eci�ques au sous mod�ele. L'avantage est qu'il s'agit �a chaque adap-
tation d'un ensemble r�eduit de param�etres �a corriger et de points �a consid�erer.
Les �ecarts �a corriger sont aussi r�eduits. Pour chaque variable d'entr�ee rajout�ee au
mod�ele on corrige seulement les param�etres des fonctions de forme de cette vari-
able. Les points consider�es sont les points d'interpolation sp�eci�ques �a la variable
rajout�ee plus un nombre de points d'adaptation choisis dans l'hyperespace du sous
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mod�ele.

Dans le chapitre 5 nous allons montrer les r�esultats exp�erimentaux obtenus en
utilisant la technique d'adaptation.

4.5 Analyse quantitative de la m�ethode

Dans ce paragraphe nous analyserons la quantit�e de donn�ees n�ecessaires �a
l'acquisition des mod�eles. Le nombre de points que l'on doit obtenir du syst�eme
�a mod�eliser est un facteur d�eterminant de l'utilit�e d'une m�ethode, surtout quand
il s'agit des syst�emes physiques. L'acquisition des donn�ees d'un syst�eme physique
peut être coûteuse.

Le nombre de points �a obtenir pendant l'acquisition de nos mod�eles sera d�eter-
min�e par quatre facteurs:

� le nombre de points n�ecessaires �a l'identi�cation des param�etres des fonctions
de forme,

� le nombre de variables d'entr�ee,

� l'utilisation des transformations de sous mod�eles

� et les niveaux de r�ecurrence du mod�ele et de ses sous mod�eles

.

Le nombre de points n�ecessaires �a l'acquisition d'un mod�ele ne d�epend pas
directement du nombre de variables de sortie du mod�ele. Un mod�ele est ac-
quis pour chaque variable de sortie, mais tous les mod�eles utilisent les mêmes
points d'interpolation (même point dans l'hyperespace d'entr�ee). Si les niveaux
de r�ecurrence ou la forme param�etrique di��erent entre les mod�eles on doit consi-
d�erer les valeurs maximales de chaque facteur pour le calcul du nombre de points
d'interpolation �a obtenir.

Comme nous l'avons d�ej�a dit en 3.5, le nombre de points d'interpolation n�eces-
saires �a l'identi�cation param�etrique d'une fonction de forme d�epend du type
d'approximation choisie (interpolation de points, fonction interpolatrice). Pour
chaque choix de type d'approximation suivra un certain nombre de choix plus
sp�eci�ques (con�guration de l'outil d'interpolation, d�egr�e du polynôme interpola-
teur, etc.). Les choix peuvent être faits cas par cas (variable par variable). Nous
n'allons pas entrer dans les d�etails, et consid�erer Ni comme le nombre de points
n�ecessaires �a l'identi�cation des param�etres d'une fonction de forme pour la vari-
able d'entr�ee i.
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Pour l'acquisition d'un mod�ele (ou sous mod�ele) �a deux variables d'entr�ee
nous avons besoin de 2 �M fonctions de forme, o�u M est le niveau de r�ecurrence
du mod�ele. C'est-�a-dire M � (N1 + N2) points d'interpolation au maximum car
en pratique un seul point de l'hyperespace d'entr�ee peut servir �a l'identi�cation
des param�etres de plusieurs fonctions de forme (pour de variables d'entr�ees dif-
f�erentes).

Pour l'acquisition d'un mod�ele (ou sous mod�ele) �a i variables (i > 2) on doit
disposer de Mi fonctions de forme pour la i-i�eme variable et Mi sous mod�eles �a
i � 1 variables. (Mi �etant le niveau de r�ecurrence du mod�ele (ou sous mod�ele)
�a i variables). Le nombre de points d'interpolation n�ecessaires �a l'acquisition du
mod�ele est donn�ee par 4.34.

pi = Mi:(pi�1 +Ni) (i > 2)

p2 = M2:(N1+N2) (4.34)

Si on consid�ere M le niveau de r�ecurrence du mod�ele et de tous les sous mo-
d�eles, N le nombre de points d'interpolation de toutes les fonctions de forme et I
le nombre de variables d'entr�ee du mod�ele, on obtient une expression plus claire
pour le calcul du nombre maximum de points d'interpolation.

p = N:(2M I�1 +
I�2X
i=1

M i) (4.35)

Pour l'acquisition des sous mod�eles on peut utiliser la m�ethode de transforma-
tion propos�ee au paragraphe 4.2. L'analyse du nombre de points d'interpolation
n�ecessaires �a l'acquisition des mod�eles aura donc deux quantit�es �a consid�erer. La
premi�ere est le nombre de sous mod�eles n�ecessaires �a l'acquisition du mod�ele et
la deuxi�eme est le nombre de points n�ecessaires �a l'acquisition de l'ensemble des
sous mod�eles. Les sous mod�eles peuvent être regroup�es par leur nombre de vari-
ables d'entr�ee, et le nombre total de sous mod�eles par groupe peut être d�ecrit par
l'�equation 4.36.

si = M2
i+1 (i = 1::I � 2)

sI�1 = MI

sI = 1 (4.36)
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si �etant le nombre de sous mod�eles �a i variables d'entr�ee n�ecessaires �a l'acqui-
sition du mod�ele �a I variables d'entr�ee.

L'�equation 4.36 est d�etermin�ee par la transformation de mod�eles. Un mod�ele
�a i+1 variables doit être acquis un nombreMi+1 de fois, pour pouvoir être calcul�e
par transformation par la suite. Chaque acquisition va utiliser Mi+1 sous mod�eles
�a i variables.

Le nombre p de points d'interpolation sera donn�ee par:

p =
IX
i=1

ni (4.37)

ni �etant le nombre total de points d'interpolation utilis�es sp�eci�quement pour
l'acquisition des sous mod�eles du groupe si (c'est-�a-dire sans consid�erer �a chaque
niveau de r�ecurrence les points utilis�es pour le niveau ant�erieur). ni est donn�e par
l'�equation 4.38.

nI = MI :NI

ni = M2
i :Ni + (si �Mi):Mi (i = 2::I � 1)

n1 = s1:N1 (4.38)

Si on consid�ere la même simpli�cation utilis�ee pour l'�equation 4.35, l'�equation
4.37 devient:

p =M:N + 2:M2:N + (I � 3):(M2:N + (M2 �M):M) (4.39)

On peut remarquer que le nombre de points d'interpolation n�ecessaires �a
l'acquisition d'un mod�ele n'est plus exponentiellement d�ependent du nombre de
variables d'entr�ee du mod�ele.

Consid�erons comme exemple un syst�eme de�ni par 6 variables d'entr�ee (I=6),
un niveau de recursivit�e �egal �a 3 �a tous les niveaux (M=3) et toutes les fonc-
tions de forme r�epr�esent�ees par une forme param�etrique �a 3 param�etres (N=3)
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D'apr�es l'�equation 4.35 le nombre maximum de points d'interpolation n�ecessai-
res �a l'acquisition du mod�ele sans l'utilisation des transformation de sous mo-
d�eles sera de 1818 points. D'apr�es l'�equation 4.39 le même mod�ele peut être
acquis avec un maximum de 198 points d'interpolation en utilisant les transfor-
mations 2. Rappelons que couvrir cet hyperespace �a 6 dimensions avec des points
d'interpolation pour permettre une interpolation lin�eaire, par exemple, implique
en avoir n6 points, o�u n = 30 entraine une erreur r�esiduelle maximale de � 1%,
et n = 10 entraine une erreur r�esiduelle maximale de � 3%.

2Les valeurs de l'exemple correspondent au mod�ele d'un bras robot �a six degr�es de libert�e





Chapitre 5

Exp�erimentations

Dans ce chapitre nous allons pr�esenter une s�erie d'exp�erimentations faites en
utilisant la m�ethode d�ecrite au chapitre 3. La m�ethode est assez g�en�erale, et per-
met la mod�elisation d'une large classe de syst�emes, soit par caract�erisation id�eale,
soit par approximation. Pour cette raison, dans le cadre de cette th�ese il serait
impossible de faire le tour des domaines o�u la m�ethode peut être utile. Notre but,
dans ce chapitre, est d'illustrer l'application de la m�ethode et montrer sa mise en
�uvre dans le cadre d'applications �a la robotique.

Nous avons eu le souci de ne pas rester seulement dans le cadre des exp�erimen-
tations simul�ees. Nous pensons que les vrais d�e�s de la mod�elisation se trouvent
dans les domaines r�eels, et que les simulations informatiques peuvent facilement
cacher la vraie complexit�e des probl�emes.

Ce chapitre est divis�e en trois paragraphes:

� 5.1. Dans ce paragraphe nous pr�esentons notre sch�ema g�en�eral d'exp�eri-
mentation. Nous pr�esentons aussi le logiciel g�en�eral qui a �et�e d�evelopp�e
pour mettre en �uvre la m�ethode.

� 5.2. Ce paragraphe pr�esente l'application de la m�ethode �a un probl�eme
simul�e pour lequel existe une caract�erisation id�eale.

� 5.3. Ce paragraphe pr�esente l'application de la m�ethode �a un probl�eme r�eel
en robotique: la mod�elisation d'un syst�eme int�egr�e \vision-robotique" et son
asservissement.

5.1 Sch�ema g�en�eral d'exp�erimentation

Dans ce paragraphe nous pr�esentons notre m�ethodologie d'exp�erimentation.
Nous avons d�evelopp�e un logiciel g�en�eral �a partir de la m�ethode, et nous l'avons



78 CHAPITRE 5. EXP�ERIMENTATIONS

utilis�e dans un certain nombre de probl�emes. Notre souci a �et�e avant tout l'explo-
ration des possibilit�es d'application de la m�ethode.

Nous d�ecrivons les �etapes de nos exp�erimentations dans les paragraphes sui-
vants.

5.1.1 Caract�erisation

Avant de d�ebuter une mod�elisation, le concepteur doit pr�eciser certains d�etails
de son syst�eme.

Caract�erisation initiale. Le concepteur fourni le nombre de variables d'entr�ee
(I) et de sortie (O) du syst�eme �a mod�eliser. Le concepteur doit pr�evoir aussi
une liaison avec le syst�eme �a mod�eliser pour que le logiciel puisse y chercher les
donn�ees exp�erimentales n�ecessaires.

Caract�erisation des fonctions de forme. Parmi les fa�cons possibles de repr�esen-
ter les fonctions de forme pr�esent�ees en 3.5 le concepteur a le choix entre trois:

� les polynômes alg�ebriques (comme fonctions interpolatrices),

� les sinuso��des (pour les cas de caract�erisation id�eale),

� l'interpolation lin�eaire (comme outil d'interpolation de points).

Pour les polynômes alg�ebriques, le concepteur a le choix du degr�e du polynôme et
pour l'interpolation le nombre de points �a utiliser.

5.1.2 Identi�cation structurelle

Nous voulons construire un mod�ele direct Mo pour chaque sortie o du sys-
t�eme. Le logiciel ex�ecutera l'algorithme pr�esent�e en 3.2 pour identi�er le niveau
de r�ecurrence id�eal de la transformation DP pour chaque mod�ele.

L'identi�cation est progressive, c'est-�a-dire, les variables d'entr�ee sont rajout�ees
une �a une aux mod�eles. Pour chaque variable i rajout�ee, un sous-mod�ele moi est
d�etermin�e pour chaque sortie o. Pour d�eterminer chaque sous-mod�ele l'algorithme
d'identi�cation structurelle boucle jusqu'�a que le niveau de r�ecurrence id�eal soit
trouv�e. Chaque boucle du proc�ed�e d'identi�cation contient trois �etapes impor-
tantes:

1) Acquisition des fonctions de forme Chaque niveau de r�ecurrence rajout�e
�a la transformation DP demande une nouvelle fonction de forme de la variable
rajout�ee i. Si le mod�ele (ou sous mod�ele) ne contient que deux variables (i = 2),
chaque niveau de r�ecurrence demandera aussi une fonction de forme de la premi�ere
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variable (i� 1).

L'acquisition de chaque fonction de forme est faite par l'identi�cation des pa-
ram�etres de la forme choisie pendant la caract�erisation. L'ensemble des points
n�ecessaires �a l'identi�cation param�etrique va être obtenu exp�erimentalement.

Si le concepteur d�esire une mesure des marges d'erreur du mod�ele dues au
bruit contenu dans les donn�ees, un ensemble redondant de points doit être obtenu
pour permettre une s�erie d'essais d'identi�cation de la fonction de forme et d�e�nir
ainsi sa fonction de sensibilit�e (voir 4.3.1).

2) Acquisition des sous mod�eles Pour i > 2 chaque niveau de r�ecurrence r
rajout�e �a la transformation DP demande aussi un sous-mod�ele moi�1 di��erent.

L'acquisition de ces sous mod�eles peut être faite par la r�ep�etition du proc�ed�e �a
i� 1 variables. On peut aussi g�en�erer les sous mod�eles en utilisant la m�ethode de
transformation de sous mod�eles pr�esent�ee en 4.3. La m�ethode g�en�ere les nouveaux
sous mod�eles moi�1 �a partir d'un ensemble de ri�1 sous mod�eles du même sous
espace d'entr�eemoi�1 d�ej�a acquis (ri�1 est le niveau de r�ecurrence d'un sous mod�ele
moi�1). Chaque transformation de sous mod�ele demande aussi ri�1 nouveaux
points d'interpolation.

3) Test du niveau de r�ecurrence Chaque niveau de r�ecurrence rajout�e �a
la transformation DP sera suivi d'un test du (sous) mod�ele. Le concepteur peut
choisir le nombre de points de test et aussi une marge acceptable d'erreur. Les
points de test sont choisis de fa�con al�eatoire dans le (sous) espace d'entr�ee du
(sous) mod�ele. L'erreur du (sous) mod�ele sera la di��erence entre la valeur calcul�ee
et la valeur obtenue directement du syst�eme �a mod�eliser pour les points de test.

5.1.3 Mise au point du mod�ele

Construction de l'arbre d'op�erations du mod�ele. Les mod�eles directs
identi��es sont r�ecurrents. Pour optimiser son ex�ecution le logiciel va construire
pour chaque mod�ele un arbre d'op�erations ayant la même structure que le mod�ele
�a identi�er, permettant une ex�ecution s�equentielle sans r�ecurrence.

R�eduction de l'erreur d'estimation d'un mod�ele. Pour les mod�eles ac-
quis �a partir de donn�ees bruit�ees nous r�ealisons la correction des param�etres du
mod�ele en utilisant la technique propos�ee dans le paragraphe 4.4. Dans la pra-
tique, l'application de la technique de correction est essentielle pour l'acquisition
d'un mod�ele direct pr�ecis. Cependant, pour �eviter l'instabilit�e num�erique que ce
type de technique peut entrainer il faut bien choisir le pas de correction. De fa�con
g�en�erale, les pas r�eduits assurent la convergence de la correction, mais le proces-
sus de correction va devoir boucler un grand nombre de fois et demander ainsi un
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e�ort de calcul plus important.

5.1.4 Utilisation du mod�ele

Le mod�ele direct est prêt. Pour tout point de l'hyperespace d'entr�ee il peut
calculer le point �equivalent dans l'hyperespace de sortie.

En utilisant le mod�ele direct et les r�egles de di��erentiation d�ecrites en 4.1 on
obtient pour tout point de l'hyperespace d'entr�ee toutes les d�eriv�ees partielles de
premier ordre du mod�ele (le jacobien du point). C'est qu'on appelle le mod�ele
di��erentiel direct.

Pour la plupart des cas le mod�ele acquis (direct et di��erentiel) va être utilis�e
pour asservir le syst�eme. Les proc�ed�es d'asservissement �a partir du Jacobien sont
bien connus en robotique [McK91].

Pour les exp�erimentations o�u les donn�ees exp�erimentales contiennent du bruit
on calcule les valeurs des fonctions de sensibilit�e et on propage ces valeurs jusqu'aux
sorties du mod�ele pour obtenir les marges d'erreur du mod�ele direct et du mod�ele
di��erentiel direct.

Un cas typique d'asservissement. Le syst�eme et le mod�ele vont être mis
�a un même point initial e de l'hyperespace d'entr�ee, auquel correspond un point
s de l'hyperespace de sortie du syst�eme. L'utilisateur du mod�ele choisit un point
but s� dans l'hyperespace de sortie. Pour trouver un point d'entr�ee tel que sa
sortie calcul�ee par le mod�ele corresponde au but s� on suit l'algorithme suivant:

� 0. Calculer la sortie s0 du mod�ele direct.

� 1. Si la distance (s� � s0) est sup�erieure �a une erreur acceptable donn�ee,
continuer l'algorithme.

� 2. Le mod�ele di��erentiel calcule le Jacobien J = @s0=@e.

� 3. En utilisant une technique de pseudo-inversion 1 estimer Jy = @e=@s0

(Jy = (JTJ)�1JT ).

� 4. Estimer une commande �e = gJy(s� � s0), o�u g est un scalaire positif
appel�e gain de l'asservissement.

� 5. Appliquer la commande �e au point e du mod�ele.

� 6. Aller �a l'�etape 0.

1Dans notre logiciel nous utilisons la m�ethode Greville de pseudo-inversion
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Inversion �nale. Un point mod�ele s0 qui correspond au point but s� a �et�e
calcul�e. Cependant, la commande calcul�ee par le mod�ele entrâ�nera une erreur
r�esiduelle apr�es son ex�ecution par le syst�eme (s0 � s) due �a l'erreur d'estimation
du mod�ele direct. L'approche �nale �a la position but est faite par le même al-
gorithme mais elle est guid�ee par la sortie r�eelle du syst�eme (s) et non plus du
mod�ele (s0).

L'erreur �nale de l'asservissement peut être arbitrairement r�eduit par l'it�eration
convergente bas�ee sur le Jacobien.

5.2 Un probl�eme simul�e de caract�erisation id�eale

Dans ce paragraphe nous pr�esentons en d�etail les exp�erimentations faites sur
un probl�eme simul�e: la mod�elisation d'un robot manipulateur �a six d�egr�es de lib-
ert�e.

La description du robot simul�e se trouve dans le paragraphe 5.2.1.

Le robot simul�e a �et�e choisi pour les raisons suivantes:

� C'est un probl�eme bien connu qui a un rapport direct avec les probl�emes
r�eels en robotique. Le probl�eme de la cin�ematique illustre bien l'utilit�e et le
besoin de la mod�elisation, particuli�erement pour permettre l'asservissement
du syst�eme.

� La complexit�e et les dimensions du probl�eme sont consid�erables. Les e-
xemples d'application des m�ethodes adaptatives ont normalement 3 ou 4
dimensions d'entr�ee, pour pouvoir garder la quantit�e de donn�ees et le temps
d'ex�ecution dans des limites raisonnables. Un des avantages de notre m�e-
thode est la possibilit�e d'attaquer les probl�emes de dimensions �elev�ees sans
que l'e�ort de mod�elisation augmente de fa�con exponentielle.

� La nature du syst�eme permet une caract�erisation id�eale des fonctions de
forme. Dans ce cas il est possible d'obtenir un mod�ele parfait du syst�eme,
car les donn�ees exp�erimentales sont aussi id�eales. Quand on dispose d'un
mod�ele parfait il est possible d'analyser l'inuence du bruit sur les donn�ees ou
une caract�erisation approximative des fonctions de forme ont sur les sorties
du syst�eme.

Dans les paragraphes suivants nous allons d�ecrire les exp�erimentations faites
avec le robot simul�e.
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5.2.1 Description du robot simul�e

Le robot simul�e correspond au robot manipulateur industriel Comercy. C'est
une châ�ne cin�ematique ouverte (serial link manipulator).

Le but de notre mod�elisation est de r�esoudre le probl�eme de la cin�ematique
du manipulateur. Une solution particuli�erement utile du probl�eme de la cin�ema-
tique est l'obtention, pour une position particuli�ere du robot, d'une matrice de
transformation qui va nous donner les coordonn�ees cart�esiennes et l'orientation de
la pince. Cette transformation, d�etermine la localisation (position et orientation)
de la pince dans l'espace par rapport �a la base du robot. Elle ne dit rien de la
con�guration du bras requise pour une localisation donn�ee de la pince [McK91].

Une matrice de transformation T est compos�ee par:

T =

2
6664

rotation translation
shearing

local � scaling

0 1

3
7775 =

2
6664
3 3

� �
3 1

1 � 3 1 � 1

3
7775

rotation, shearing, local-scaling et translationT sont quatre vecteurs �a trois
valeurs chacun [McK91].

Notre premier probl�eme consiste donc �a trouver un mod�ele de la cin�ematique

direct du robot, c'est-�a-dire, trouver un mod�ele de l'�equation de transformation
qui calculera la matrice de transformation pour toutes les positions du robot.
L'�equation de transformation nous donne la localisation de la pince �a partir des
coordonn�ees des articulations.

Le mod�ele direct aura 6 variables d'entr�ee (les angles des articulations du
robot) et 12 variables de sortie (les valeurs de la matrice de transformation ho-
mog�ene donn�ees par le simulateur). Le tableau 5.1 montre les d�ependances entre
les variables d'entr�ee et de sortie. Les cases marqu�ees indiquent pour chaque vari-
able de sortie (colonnes) quelles sont les variables d'entr�ee (lignes) qui d�eterminent
ses valeurs.

Notre deuxi�eme probl�eme consiste �a asservir le robot, c'est-�a-dire, pour toute
localisation d�esir�ee de la pince dans l'espace cart�esien on doit amener le robot
�a une con�guration articulaire correspondante. Pour cela on doit calculer les d�e-
placements articulaires n�ecessaires �a partir des di��erences, dans l'espace cart�esien,
entre la localisation actuelle de la pince et la localisation d�esir�ee.

La localisation cart�esienne de la pince est d�etermin�ee par six valeurs: trois an-
gles de rotation et trois translations. A partir des six di��erences cart�esiennes on



5.2. Un probl�eme simul�e de caract�erisation id�eale 83

axe matrice de transformation
m11 m12 m13 m14 m21 m22 m23 m24 m31 m32 m33 m34

�1 � � � � � � � �
�2 � � � � � � � � � � � �
�3 � � � � � � � � � � � �
�4 � � � � � � � � �
�5 � � � � � � � � �
�6 � � � � � �

Table 5.1 : D�ependances entre les variables du robot

peut facilement calculer les douze di��erences dans la matrice de transformation.
Ce calcul ne d�epend pas du mod�ele du robot. Nous utilisons pour ce calcul la
transformation row-pitch-yaw [McK91].

En utilisant le mod�ele di��erentiel (le jacobien), obtenu en même temps que le
mod�ele direct, et les di��erences des 12 valeurs qu'on veut r�eduire, on calcule les
commandes articulaires.

5.2.2 Acquisition du mod�ele direct parfait

La premi�ere mod�elisation du robot manipulateur a �et�e faite en utilisant la m�e-
thode d'identi�cation structurelle pr�esent�ee au paragraphe 3.3.

Toutes les fonctions de forme du robot peuvent être caract�eris�ees de fa�con
id�eale par des sinuso��des.

Les valeurs de r�ef�erence pour les fonctions de forme, ainsi que les points de
test sont choisis de fa�con al�eatoire �a chaque essai de mod�elisation.

L'algorithme d'identi�cation structurelle a trouv�e pour le mod�ele et tous ses
sous mod�eles un niveau de r�ecurrence �egal �a trois. L'acquisition compl�ete du
mod�ele demande un total de 740 fonctions de forme. Les variables peuvent être
rajout�ees au mod�ele dans n'importe quel ordre. Chaque fonction de forme n�eces-
site trois points d'interpolation a priori, mais pour r�eduire le nombre de points
d'interpolation nous les choisissons au croisement des fonctions de forme. Au total
cette premi�ere mod�elisation demande un minimum de 729 points d'interpolation
plus 48 points de test.

Les tests du mod�ele direct attestent son exactitude. L'erreur entre

les valeurs des sorties calcul�ees par le mod�ele et ceux donn�ees par le
simulateur est nulle.
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5.2.3 Mod�elisation avec transformation de sous mod�eles

Pour la deuxi�eme mod�elisation du robot manipulateur nous avons utilis�e encore
une fois la m�ethode d'identi�cation structurelle. Cependant nous avons rajout�e
�a la proc�edure de mod�elisation la m�ethode de transformation de sous mod�eles,
d�ecrite dans 4.2. Le but de cette nouvelle mod�elisation �etait de montrer la r�educ-
tion de la quantit�e de donn�ees n�ecessaires �a la mod�elisation, ainsi que la r�eduction
du nombre d'op�erations du mod�ele qui la transformation de sous mod�eles apporte.

Pour cette nouvelle mod�elisation l'acquisition compl�ete du mod�ele demande
un total de 76 fonctions de forme. Pour l'acquisition des fonctions de forme il
faut 117 points d'interpolation. Pour les tests de l'algorithme on utilise encore 48
points.

La distribution des fonctions de forme par variable d'entr�ee (tableau 5.2) mon-
tre bien la di��erence entre les deux mod�elisations. Dans le cas pr�esent (m�ethode
2) l'augmentation de la dimension du probl�eme entrâ�ne une croissance lin�eaire du
nombre de fonctions de forme �a obtenir, alors que dans le cas pr�ec�edent (m�ethode
1) la croissance �etait beaucoup plus importante.

variable m�ethode 1 m�ethode 2

0 243 9
1 297 17
2 135 15
3 45 15
4 15 15
5 5 5

Table 5.2 : Distribution des fonctions de forme par variable d'entr�ee

Dans le tableau 5.2 l'identi�cation des variables indique seulement un ordre
d'inclusion dans le mod�ele.

Comme pour le cas pr�ec�edent, le mod�ele acquis est parfait, c'est-�a-
dire que les erreurs du mod�ele sont nulles.

5.2.4 Asservissement du robot

Dans ce paragraphe nous allons montrer bri�evement quelques r�esultats exp�eri-
mentaux d'asservissement du robot simul�e en utilisant le mod�ele di��erentiel direct
g�en�er�e par la m�ethode.
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Exp�erience 1: petit �ecart initial

Dans cette exp�erience le robot est dans une position articulaire initiale donn�ee
par [2:�=3; 2:�=3; 2:�=3; 2:�=3; 2:�=3; 2:�=3]. La pince est localis�ee dans l'espace
cart�esien �a la position [0:34;�0:60;�0:30] avec une orientation [0:80; 1:34;�2:15].
La matrice t de transformation est donn�ee par:

�������
0:15 �0:16 �0:97 0:34
0:16 �0:96 0:18 �0:60
�0:97 �0:18 �0:12 �0:30

�������

On veut e�ectuer un d�eplacement de la pince d�e�ni par les di��erences de posi-
tion [0:1; 0:1; 0:1] et les di��erences d'orientation [�=10; �=10; �=10]. On calcule la
matrice de transformation d�esir�ee t�, qui va être donn�ee par:

�������
�0:03 �0:17 �0:98 0:44
�0:07 �0:98 �0:17 �0:50
�0:99 �0:08 �0:02 �0:20

�������

Un processus it�eratif bas�e sur les d�eriv�ees partielles va r�eduire progressivement
les valeurs de t�� t. La position articulaire trouv�ee qui nous donn�e la localisation
d�esir�ee de la pince est donn�ee par [2:30; 1:96; 2:40; 1:94; 2:41; 2:15].

Les �gures 5.1, 5.2, 5.3 et 5.4 nous montrent l'�evolution de l'erreur t� � t.

On constate que deux pas du processus it�eratif de r�eduction de l'erreur t� � t

ont su� pour trouver une con�guration ad�equate pour le robot. Nous avons utilis�e
un gain d'asservissement �egal �a 1 parce que l'�ecart initial �etait petit.

Exp�erience 2: grand �ecart initial

Pour cette exp�erience le robot est dans la même position articulaire initiale
donn�ee par [2:�=3; 2:�=3; 2:�=3; 2:�=3; 2:�=3; 2:�=3].

On veut e�ectuer un d�eplacement de la pince d�e�ni par les di��erences de po-
sition [0:7; 0:7; 0:7] et les di��erences d'orientation [�=2; �=2; �=2]. On calcule la
matrice de transformation d�esir�ee t�, qui va être donn�ee par:

�������
0:70 �0:48 �0:52 1:04
�0:67 �0:69 �0:26 0:10
�0:23 0:53 �0:81 0:40

�������
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Figure 5.1 : Exp�erience 1: les composantes de l'erreur t� � t pour la translation
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Figure 5.2 : Exp�erience 1: les composantes de l'erreur t� � t pour la rotation
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Figure 5.3 : Exp�erience 1: les composantes de l'erreur t� � t pour le 'shearing'
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Figure 5.4 : Exp�erience 1: les composantes de l'erreur t��t pour le 'local scaling'
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Apr�es le processus it�eratif, la position articulaire trouv�e qui nous donn�e la
localisation d�esir�ee de la pince est donn�ee par [3:23; 2:85; 1:76; 2:89; 2:05; 3:87].

Les �gures 5.5, 5.6, 5.7 et 5.8 nous montrent l'�evolution de l'erreur t� � t.
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Figure 5.5 : Exp�erience 2: les composantes de l'erreur t� � t pour la translation

On constate que le processus it�eratif de r�eduction de l'erreur t� � t a boucl�e
21 fois pour trouver une con�guration ad�equate pour le robot. Nous avons utilis�e
un gain d'asservissement �egal �a 0.25.

5.2.5 Mod�elisation �a partir d'une caract�erisation approximative

Dans ce paragraphe nous allons montrer les r�esultats exp�erimentaux obtenus
en utilisant une caract�erisation approximative des fonctions de forme. Le probl�eme
exp�erimental abord�e ici est le même des paragraphes pr�ec�edents, c'est-�a-dire, le
robot manipulateur simul�e.

Nous connaissons les niveaux id�eals de r�ecurrence du mod�ele et des sous mo-
d�eles, et nous savons aussi que les donn�ees exp�erimentales sont id�eales. Cela nous
permet d'analyser le comportement de la m�ethode face �a une caract�erisation non
id�eale. Nous pouvons mesurer l'e�et de cette caract�erisation et l'e�et des varia-
tions possibles sur cette caract�erisation.

Nous avons utilis�e la caract�erisation approximative en prenant des polynômes
alg�ebriques interpolateurs L'utilisation des polynômes alg�ebriques comme outil de
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Figure 5.6 : Exp�erience 2: les composantes de l'erreur t� � t pour la rotation
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Figure 5.7 : Exp�erience 2: les composantes de l'erreur t� � t pour le 'shearing'
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Figure 5.8 : Exp�erience 2: les composantes de l'erreur t��t pour le 'local scaling'

repr�esentation des fonctions de forme a �et�e pr�esent�ee dans le paragraphe 3.5.1.

A partir d'un ensemble de points d'interpolation nous estimons les coe�cients
du polynôme par la solution d'un syst�eme d'�equations.

Le concepteur a le choix du d�egr�e des polynômes utilis�es. Les �gures 5.9, 5.10,
5.11 et 5.12 montrent les courbes d'erreur d'estimation du mod�ele direct. Chaque
�gure montre les valeurs moyennes et maximales de l'erreur pour un sous ensem-
ble des sorties du syst�eme. Chaque courbe a �et�e obtenue en variant le d�egr�ee des
polynômes interpolateurs du mod�ele. A chaque essai toutes les fonctions de forme
du mod�ele sont repr�esent�es par de polynômes le même d�egr�e. L'axe horizontal
indique le d�egr�e des polynômes et l'axe vertical indique le pourcentage d'erreur
d'estimation. Pour analyser chaque d�egr�e de polynôme nous avons r�ealis�e 500
tests.

On constate que les mod�eles directs sont assez pr�ecis quand nous utilisons les
polynômes interpolateurs ayant de 5 �a 8 degr�es. A partir de 9 d�egr�es les mod�eles
deviennent instables.

5.2.6 Mod�elisation �a partir de donn�ees bruit�ees

Dans ce paragraphe nous allons montrer les r�esultats exp�erimentaux d'une
s�erie d'essais de mod�elisation utilisant les donn�ees bruit�ees. Le syst�eme mod�elis�e
est toujours le robot simul�e.
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Figure 5.9 : Polynômes: les composantes de l'erreur du mod�ele pour la transla-
tion
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Figure 5.10 : Polynômes: les composantes de l'erreur du mod�ele pour la rotation
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Figure 5.11 : Polynômes: les composantes de l'erreur du mod�ele pour le 'shear-
ing'
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Figure 5.12 : Polynômes: les composantes de l'erreur du mod�ele pour le 'local
scaling'
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Les essais de mod�elisation ont montr�e que l'acquisition du mod�ele d�epend
fortement de la pr�ecision des donn�ees exp�erimentales, et que l'erreur du mod�ele
direct croit tr�es rapidement avec le bruit. L'adaptation du mod�ele par la m�ethode
propos�ee en 4.4 est donc tout �a fait n�ecessaire pour obtenir une bonne pr�ecision.

Dans les exp�erimentations de cette s�erie nous avons rajout�e aux donn�ees ex-
p�erimentales un bruit gaussien d�etermin�e par un �ecart type donn�e (et moyenne 0).

La �gure 5.13 montre une estimation de l'erreur moyenne des mod�eles directs
acquis �a partir des donn�ees bruit�ees. L'axe horizontal repr�esente l'�ecart type de
l'erreur gaussian rajout�e aux donn�ees. L'axe vertical repr�esente le pourcentage
d'erreur du mod�ele direct.
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Figure 5.13 : L'erreur du mod�ele direct acquis �a partir des donn�ees bruit�ees

L'erreur a�ch�ee est une moyenne de l'erreur des 12 sorties du mod�ele. Pour
obtenir les valeurs a�ch�ees nous avons essay�e 5 niveaux de bruit: 0:1%, 0:2%,
0:3%, 0:4% et 0:5% d'�ecart type. Pour chaque niveau de bruit (�ecart type) test�e
nous avons r�ealis�e 5 essais de mod�elisation et pour chaque essai 500 tests du mo-
d�ele direct. On constate la progression rapide de l'erreur du mod�ele direct même
en pr�esence d'un faible niveau de bruit.

En suite nous avons r�ealis�e une s�erie d'essais en utilisant la technique d'a-
daptation du mod�ele direct pr�esent�ee dans 4.4. Pendant un essai de mod�elisa-
tion la technique d'adaptation est appliqu�ee pour chacun des sous mod�ele acquis.
L'adaptation d'un sous mod�ele est faite �a l'aide d'un ensemble de nouveaux points
de donn�ees al�eatoirement choisis dans l'hyperespace du sous mod�ele. L'adaptation
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sert �a corriger les param�etres des fonctions de forme rajout�ees au mod�ele.
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Figure 5.14 : L'erreur du mod�ele direct en fonction du nombre de points
d'adaptation

La �gure 5.14 montre l'erreur moyenne et maximale du mod�ele direct (axe
vertical en pourcentage). Les mesures ont �et�e obtenues en variant le nombre de
points utilis�es pour l'adaptation des sous mod�eles (axe horizontal). Le bruit ra-
jout�e aux donn�ees �etait de 2%.

La �gure 5.15 montre l'erreur moyenne et maximale du mod�ele direct. Les
mesures ont �et�e obtenues en variant le bruit rajout�e aux donn�ees et en gardant le
nombre de points utilis�es pour l'adaptation des sous mod�eles �egal �a 30.

Pour obtenir les valeurs a�ch�ees dans la �gure 5.14 nous avons test�e 6 con�-
gurations (5, 10, 20, 30 40 et 50 points d'adaptation), pour chaque con�guration
nous avons r�ealis�e 500 tests d'un mod�ele direct acquis. Pour la �gure 5.15 nous
avons test�e 6 niveaux de bruit: 0:5%, 1%, 2%, 3%, 4% et 5% de bruit rajout�e aux
donn�ees, et comme pour les cas precedents 500 tests d'un mod�ele direct. Pour
les deux �gures (5.14 et 5.15) l'erreur a�ch�ee est une moyenne de l'erreur des 4
sorties du mod�ele relatives �a la translation du bout du bras. 2

2Pour analyser l'erreur rajout�ee par la mod�elisation il faut prendre en consid�eration que les
valeurs utilis�ees pour les tests des mod�eles directs dans ce paragraphe sont aussi bruit�ees du
même �ecart type que celui rajout�e pendant l'acquisition du mod�ele.
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Figure 5.15 : L'erreur du mod�ele direct adapt�e en fonction du bruit rajout�e aux
donn�ees

5.3 Mod�elisation et asservissement d'un syst�eme int�e-

gr�e vision-robotique

Dans ce paragraphe nous pr�esentons les exp�erimentations faites en appliquant
la m�ethode d'identi�cation structurelle �a un probl�eme r�eel en robotique: l'asser-
vissement visuel d'un robot manipulateur.

Une cellule robotis�ee a deux composantes essentielles:

� La perception, qui permet de g�erer les relations entre le robot et son
environnement. Les organes de perception sont des capteurs dits capteurs
proprioceptifs lorsqu'ils mesurent l'�etat interne du robot (positions et vitesse
des articulations) et ext�eroceptifs lorsqu'ils recueillent des informations sur
l'environnement (pr�esence, mesure de distance, vision arti�cielle).

� La commande, qui synth�etise les consignes des asservissements pilotant
les actionneurs. A partir de la fonction de perception et des ordres de
l'utilisateur, elle permet d'engendrer les mouvements du robot.

Parmi les types de capteurs ext�eroceptifs existants, les capteurs visuels sont les
plus �etudi�es.

Il est tr�es int�eressant d'int�egrer les informations fournies par les capteurs
ext�eroceptifs dans les lois de commande du robot. Ainsi, les tâches peuvent
s'exprimer directement dans l'espace du capteur et non dans l'espace articulaire.
Les tâches sont sp�eci��ees sous la forme d'un �etat dans une relation entre le robot
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et son environnement, et la r�egulation de cette relation permet d'obtenir la situa-
tion souhait�ee du robot dans cet environnement.

L'asservissement sur des informations visuelles peut se mettre en �uvre de
deux fa�cons:

� la premi�ere est bas�ee sur un asservissement en position de la cam�era ou du
robot par rapport �a son environnement;

� la seconde, plus r�ecente, est bas�ee sur une r�egulation dans l'image (as-
servissement visuel.

L'asservissement en position consiste �a positionner la cam�era ou le robot par
rapport �a un objet. La situation courante vis �a vis de l'objet est obtenue en in-
terpr�etant les informations visuelles de l'objet qui sont extraites de l'image. Cette
interpr�etation n�ecessite une reconstruction 3-D de la sc�ene, faite, par exemple, par
une paire de cam�eras st�er�eo. L'interpr�etation de la sc�ene d�epend de l'extraction
de primitives dans l'image, de la mod�elisation de la cam�era et de la mod�elisation
du robot. Le d�eplacement de la cam�era (ou du robot) est ensuite assur�e par un
asservissement classique en position dans l'espace cart�esien. L'avantage de ce type
d'asservissement est qu'il n'exige pas de connaissances g�eom�etriques pr�ealables de
la sc�ene (positions des objets par rapport au robot et �a la cam�era).

Avec l'asservissement visuel, on cherche �a atteindre un motif dans l'image et
non plus �a contrôler une situation entre la cam�era et un objet. Ainsi on sup-
prime l'interpr�etation de la sc�ene, et on supprime du même coup les erreurs de
cette interpr�etation [Dor95]. Une seule cam�era est n�ecessaire. En contre partie,
il faut avoir certaines connaissances pr�ealables �a propos de la g�eom�etrie de la sc�ene.

Pour les deux types d'asservissement, la nature de la tâche robotique im-
pose, soit l'utilisation d'une cam�era embarqu�ee sur le robot, soit l'utilisation d'une
cam�era ind�ependante de ce robot.

Pour illustrer l'application de notre m�ethode nous avons repris le syst�eme
d�evelopp�e au LIFIA 3 par l'�equipe MOVI [HDBE95] [HDBL95] [Dor95].

Dans les paragraphes suivants nous allons pr�esenter ces exp�erimentations.
Nous pr�esentons d'abord dans le paragraphe 5.3.1 les d�etails du probl�eme auquel
le syst�eme s'attaque et quelques concepts importants �a propos de l'asservissement
visuel. Ensuite, dans les paragraphes 5.3.2 et 5.3.3 nous pr�esentons l'application
de notre m�ethode au probl�eme.

3Laboratoire d'Informatique Fondamentale et Intelligence Arti�cielle, actuellement Labora-
toire Leibniz, de l'institut IMAG, �a Grenoble
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5.3.1 Description du probl�eme

Dans ce paragraphe nous d�ecrivons plus pr�ecis�ement le probl�eme qu'on se pose
en r�ealisant les exp�erimentations d'asservissement visuel.

Les Jacobiens de l'asservissement visuel

Dans ce paragraphe nous pr�esentons quelques concepts importants relatifs �a
l'asservissement visuel. Une notion importante de l'asservissement visuel est le
Jacobien d'image. Cette entit�e quanti�e la relation di��erentielle entre les varia-
tions visuelles fournies par un ou plusieurs capteurs et les mouvements de la sc�ene
engendrant ces variations.

Si on consid�ere une cam�era ind�ependante du robot. Le robot se trouve dans
le champ visuel de cette cam�era. Les d�eplacements de la pince du robot ou des
objets embarqu�es sur cette pince sont r�ealis�es �a l'aide des di��erents axes constitu-
ant le robot. La situation de la pince ne d�epend que de la valeur des coordonn�ees
articulaires q. Si s est un vecteur d'information visuelle (�egalement appel�ee signal
capteur), alors on peut �ecrire:

s = s(q; t) (5.1)

o�u le param�etre t repr�esente la contribution du mouvement de la cam�era si elle
même est mobile.

La di��erentielle de s permet de relier les variations visuelles dans l'image aux
mouvements de la cam�era et de la sc�ene. A partir de l'�equation 5.1, on obtient:

_s =
@s

@q
_q +

@s

@t
(5.2)

Le terme @s
@q peut se d�ecomposer sous la forme:

@s

@q
=
@s

@r

@r

@q
(5.3)

o�u on reconnâ�t le classique Jacobien du robot @r
@q si l'on choisit pour r la situ-

ation de la pince. Le terme @s
@r ne d�epend que de la tâche choisie, repr�esent�ee par
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s. On appelle ce terme le Jacobien de la tâche.

Une autre formulation de la di��erentielle de s est possible en utilisant les
torseurs cin�ematiques.

_s = JT (5.4)

o�u :

� T est le torseur cin�ematique repr�esentant la vitesse relative de la sc�ene par
rapport �a la cam�era.

� J est le Jacobien d'image ou matrice d'interaction qui repr�esente un ensemble
fH1:::Hng associ�e �a s = (s1:::sn)

T . Hj est un torseur d'interaction dont
l'expression d�epend �a la fois des caract�eristiques de l'environnement et du
capteur.

Le Jacobien d'image dans cette formulation �a partir des torseurs �equivaut au
Jacobien de la tâche dans la formulation matricielle initiale.

Le syst�eme d'asservissement visuel existant

Le syst�eme d'asservissement visuelle de l'�equipe MOVI propose une m�ethode
pour aligner la pince d'un robot - ou n'importe quel autre outil - avec un objet.
Cette alignement est n�ecessaire dans certains types de probl�emes, comme la saisie
d'objets (grasping).

La m�ethode de l'�equipe MOVI a �et�e appliqu�ee �a un probl�eme exp�erimental
consistant �a guider la saisie d'un objet par un robot avec une cam�era. La cam�era
est ind�ependante du robot, qui se trouve dans le champ visuel de cette cam�era.

Le robot en question est un manipulateur industriel SCEMI �a six d�egr�es de
libert�e.

La tâche consiste �a :

� calculer une condition d'alignement entre la pince du robot et l'objet �a saisir,

� asservir le robot pour qu'il bouge et atteigne la position d�esir�ee.

La caract�erisation de l'alignement de deux objets (l'objet et la pince) n�ecessite
une repr�esentation de la relation g�eom�etrique existant entre ces deux objets. A
partir des mod�eles g�eom�etriques de l'objet et de la pince, et d'un certain nom-
bre de points de l'objet identi��es dans l'image d'une cam�era, le syst�eme calcule
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la position (les coordonn�ees images) qu'un certain nombre de points de la pince
doivent avoir dans cette même image.

L'ensemble des coordonn�ees images des points de la pince d�e�nissent le motif
qu'on veut retrouver dans l'image apr�es l'asservissement du robot. La �gure 5.16
montre l'exemple d'un motif retrouv�e dans l'image d'un cube.

Vue initiale Vue finale

Figure 5.16 : Exemple des vues initiale et d�esir�ee d'un cube.

L'algorithme de l'�equipe MOVI d'asservissement visuel est le suivant:

� 1. Prendre une image de la pince du robot.

� 2. D�etecter les points image correspondants aux points sp�eci��es de la pince.

� 3. Apparier ces points avec leurs correspondants dans le motif. Si la position
courante des points est assez proche de leur position �nale alors arrêter.
Sinon aller �a l'�etape suivante.

� 4. Calculer la pose de la pince par rapport �a la camera.

� 5. Calculer la matrice J (Jacobien d'image) ainsi que sa pseudo-inverse.

� 6. Calculer le torseur cin�ematique de la pince et imprimer ce torseur �a la
pince.

� 7. Aller �a l'�etape 1.

La matrice J a pour dimension 2n� 6 (o�u n est le nombre de points sp�eci��es
de la pince) et d�epend des param�etres suivants:

� les facteurs d'�echelle vertical et horizontal associ�es �a l'ensemble cam�era /
convertisseur analogique num�erique;
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� les coordonn�ees des points de la pince exprim�ees dans le rep�ere cam�era. Ces
coordonn�ees varient avec le temps puisque la pince se d�eplace;

� la rotation et la translation entre le rep�ere pince et le rep�ere cam�era. Ces
valeurs varient aussi avec le temps.

Le calcul de la pose entre la pince et la cam�era est e�ectu�e grâce �a un al-
gorithme de calcul par approximations successives avec un mod�ele de projection
para-perspectif de la pince.

Le torseur cin�ematique calcul�e par la m�ethode va être utilis�e comme commande
du robot.

Le syst�eme exp�erimental

Nous disposons d'un syst�eme exp�erimental compos�e de deux robots manip-
ulateurs SCEMI �a six d�egr�ees de libert�e (voir �gure 5.17). Un robot e�ectue
les tâches d'asservissement et l'autre maintient une ou plusieurs cam�eras CCD.
L'utilisation d'une cam�era embarqu�ee sur le bras d'un robot permet de position-
ner (d'une mani�ere automatique ou pas) la cam�era en un endroit optimal: la pince
du robot et les objets d'int�erêt doivent être dans le champ visuel de la cam�era.

Figure 5.17 : Site exp�erimental.

L'asservissement visuel n�ecessite l'utilisation des primitives 3D li�ees �a la pince,
constitu�ees dans notre cas de quatre cibles blanches imprim�ees sur une plaque noir
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qui est coll�ee �a la pince du robot (�gure 5.18). Ainsi, les primitives g�eom�etriques
sont les points 3D constitu�es par les centres de ces quatre cibles circulaires.

Figure 5.18 : La pince du robot et les cibles blanches.

Les coordonn�ees 2D des centres de gravit�e des quatre tâches claires dans l'image
constitue notre vecteur position s, et le but de l'asservissement sera retrouver un
motif dans l'image d�etermin�e par les nouveaux centres des cibles.

En fait, n'importe quel autre type de marque aurait pu être utilis�e pour la lo-
calisation de la pince dans l'image, mais en pratique les cibles blanches simpli�ent
le traitement de bas niveau de l'image.

L'extraction des centres de gravit�e a une pr�ecision sub-pixel (de l'ordre du
dixi�eme de pixel). Pour diminuer le temps de traitement une technique de fenê-
trage est utilis�ee qui consiste �a traiter uniquement les parties utiles de l'image,
c'est-�a-dire, les parties qui encadrent les primitives 2D.
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5.3.2 Notre mod�elisation du probl�eme

Nous avons repris le même syst�eme exp�erimental utilis�e par l'�equipe MOVI.
Nous avons aussi r�eutilis�e leurs logiciels de traitement de l'image (�etapes 1 et 2 de
l'algorithme).

Du probl�eme initial: saisie d'objets, nous ne retenons que la deuxi�eme partie :
l'asservissement du robot pour qu'il bouge et atteigne une position d�esir�ee. Nous
ne faisons pas le calcul de la condition d'alignement entre la pince du robot et
l'objet �a saisir.

Le tableau 5.3 r�esume les di��erences essentielles entre notre approche du pro-
bl�eme d'asservissement visuel et l'approche du syst�eme existant.

M�ethode MOVI Notre m�ethode

Caract�erisation: de la pince (mor-
phologie de la pince du robot), du sys-
t�eme de vision (facteurs d'�echelle).

Caract�erisation: forme param�etrique
des fonctions de forme (sinuso��des).

Pas de mod�ele direct de l'ensemble Acquisition d'un mod�ele direct de
l'ensemble (entr�ees: articulaire; sor-
ties: position des cibles dans l'image).

Acquisition et traitement d'une image
�a chaque boucle d'asservissement.

Boucle d'asservissement bas�ee sur le
mod�ele direct. Besoin d'information
visuelle seulement pour l'approche �-
nale au but.

Calcul de la pose de la pince par
rapport �a la camera �a chaque boucle
d'asservissement.

Pas de calcul de pose.

Calcul du Jacobien de l'image. Calcul du Jacobien int�egral.

Commande du robot par torseur cin�e-
matique.

Commande du robot dans l'espace ar-
ticulaire.

Table 5.3 : Di��erences essentielles entre les deux approches

Dans les paragraphes suivantes nous allons d�etailler notre solution au probl�eme
d'asservissement visuel et montrer les r�esultats exp�erimentaux.

5.3.3 Acquisition du mod�ele direct

Le probl�eme de l'asservissement visuel n'est pas �el�ementaire. Le syst�eme ex-
p�erimental est d�etermin�e par deux sous syst�emes complexes (visuel et robotique),
et son int�egration d�epend d'un ensemble important de param�etres qui peuvent
changer son comportement. La caract�erisation d'un mod�ele complet par une m�e-
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thode classique exigerait un grand e�ort de son concepteur. Une m�ethode adapta-
tive aurait aussi beaucoup de di�cult�e pour acqu�erir un bon mod�ele vu le nombre
de dimensions du probl�eme.

La solution de l'�equipe MOVI r�eduit la complexit�e du probl�eme en travaillant
�a partir de la localisation relative non-euclidienne entre les objets (pince et objets
�a saisir) et la cam�era. En utilisant un mod�ele g�eom�etrique de l'objet le syst�eme
estime sa position relative, et peut alors estimer le Jacobien d'image, qui va per-
mettre le calcul d'un mouvement relatif d�esir�ee de la pince pour qu'un motif dans
l'image soit trouv�e. Dans le cas particulier du bras robot ce mouvement relatif de
la pince peut être utilis�e comme commande pour l'asservissement du robot. Cela
oblige qu'un mod�ele complet du robot soit connu auparavant. La pr�ecision du
positionnement �nal du robot dans son environnement ne d�epend ni du mod�ele
du robot ni du mod�ele de la cam�era jouant le rôle du capteur. Seule l'extraction
des primitives 2D doit être pr�ecise.

On constate que c'est une solution bien adapt�ee au type de tâche auquel le
syst�eme s'attaque.

Nous voulons voir le probl�eme d'une autre fa�con, moins contrainte par le sys-
t�eme exp�erimental en question. Notre int�erêt est l'acquisition de mod�eles dans des
conditions o�u on ne dispose pas d'autant de connaissances pr�ealables �a propos du
syst�eme �a mod�eliser. Les seules donn�ees que nous allons utiliser seront les paires
entr�ee-sortie les plus �el�ementaires, c'est-�a-dire, positions articulaires du robot et
les positions des centres de gravit�e des cibles dans l'image de la cam�era. Nous
ne connaissons pas les mod�eles g�eom�etriques des objets, les facteurs d'�echelles du
syst�eme visuel, le mod�ele du robot, les rep�eres de la cam�era ou du robot, etc.
L'asservissement sera aussi fait dans l'espace �el�ementaire de commande du robot,
l'espace articulaire, et nous allons comander directement chaque d�egr�e de libert�e.

Nous allons suivre les �etapes d'exp�erimentation d�ecrites dans le paragraphe
5.1 en montrant leurs d�etails.

Caract�erisation

Caract�erisation initiale. Le syst�eme exp�erimental contient six variables
d'entr�ees, les six d�egr�es de libert�e du robot. Il contient aussi huit variables de sor-
tie, qui sont les coordonn�ees 2D des centres de gravit�e des quatre cibles blanches
de la pince sur l'image de la cam�era.

Caract�erisation des fonctions de forme. Les fonctions de forme vont être
repr�esent�ees par de sinuso��des (voir 3.5.2). La nature des relations entr�ee-sortie
(rotations des articulations projet�ees sur l'image 2D) indique cette caract�erisa-
tion. Dans la �gure 5.19 nous montrons un exemple d'une fonction de forme pour
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la variation des valeurs de x (coordon�ee horizontale sur l'�ecran) en fonction du
mouvement du deuxi�eme degr�ee de libert�e du robot, avec un ensemble de points
de mesure et la repr�esentation choisie.
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Figure 5.19 : Fonction de forme du deuxi�eme axe du robot

Identi�cation structurelle

Acquisition des fonctions de forme. Il faut au moins trois points de mesure
pour faire l'identi�cation des param�etres de chaque fonction de forme. Une acqui-
sition du mod�ele utilisant les transformation de sous mod�eles demande un total
de 48 fonctions de forme et un total de 81 points d'interpolation. Le nombre de
points de mesure ne correspond pas �a trois fois le nombre de fonctions de forme
car chaque point de mesure peut servir �a l'identi�cation de plus d'une fonction de
forme.

Test du niveau de r�ecurrence. Nous faisons une s�equence de trois tests dans
des positions al�eatoirement choisies dans l'hyperespace (ou sous espace) d'entr�ee
pour d�eterminer le niveau de r�ecurrence acceptable. Nous avons choisi un niveau
de r�ecurrence �egal �a trois pour le mod�ele et tous les sous-mod�eles. Au total il faut
20 points de tests.

Mise au point du mod�ele. La correction des param�etres du mod�ele est faite
en utilisant 15 points d'adaptation �a chaque sous mod�ele acquis.
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5.3.4 Utilisation du mod�ele

Nous avons test�e le mod�ele acquis par la m�ethode. Le paragraphe 5.3.4 pr�esente
une analyse du mod�ele direct suivie des r�esultats exp�erimentaux de l'utilisation
du mod�ele direct et le paragraphe 5.3.4 les r�esultats exp�erimentaux de l'utilisation
du mod�ele di��erentiel.

L'utilisation du mod�ele direct

L'architecture du syst�eme exp�erimental a la particularit�e de restreindre l'espace
de con�guration du robot. Parmi les positions possibles de l'espace de con�gu-
ration du robot, seulement un volume r�eduit et irr�egulier est utile. Les position
utiles sont celles pour lesquelles la pince du robot apparâ�t dans l'image obtenue
par la cam�era. Comme cons�equence, la plupart des fonctions de forme sont en
pratique des morceaux de sinuso��des, comme on le voit dans la �gure 5.19.

A cause de la forme irr�eguli�ere de l'espace de con�guration utile il n'a pas �et�e
possible de choisir les positions id�eales pendant l'acquisition des fonctions de forme
(voir 3.5.1). Une acquisition soucieuse des donn�ees a permis une bonne pr�ecision
des points. Cependant, les positions non id�eales des points d'interpolation ont
entrâ�n�e des pr�evisions moins pr�ecises aux bords de l'image qu'au centre.

L'�ecran du moniteur qui nous donne l'image du bras robot contient 512x512
pixels. Nous avons r�ealis�e 120 tests du mod�ele direct dans des positions al�eatoire-
ment choisies parmi les positions utiles de l'espace de con�guration et nous avons
obtenue une erreur moyenne de 4.95 pixels, c'est-�a-dire 0:967%. Dans la portion
centrale de l'�ecran l'erreur moyenne �etait de 2.01 pixels, c'est-�a-dire 0:39%.

L'asservissement du syst�eme

Nous avons r�ealis�e une s�erie r�eussie d'essais d'inversion du syst�eme. La pr�eci-
sion du mod�ele direct permet une r�eduction presque compl�ete de l'�ecart jusqu'au
motif d�esir�e dans l'image (position de la pince) sans l'utilisation de la cam�era. La
r�eduction de l'�ecart r�esiduel est faite ensuite �a l'aide des informations visuelles.

La �gure 5.20 nous montre un cas typique d'asservissement visuel. la pince est
sch�ematis�ee par les positions des quatre tâches sur l'�ecran. La �gure a) montre la
position de d�epart (au centre de l'�ecran) et la position but (en haut). La �gure
b) montre le mouvement des cibles vers le motif d�esir�e. La �gure 5.21 montre
l'�evolution des positions articulaires pendant l'asservissement.

Pour cet exemple nous avons utilis�e un gain d'asservissement �egal 0.2.
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Figure 5.20 : Exemple d'asservissement visuel: mouvement des cibles
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Figure 5.21 : Exemple d'asservissement visuel: mouvement des axes





Chapitre 6

Conclusion

Nous avons pr�esent�e une m�ethode de construction de mod�eles bas�ee sur un
algorithme original. Cette m�ethode se distingue de l'identi�cation de param�etres
classique dans la mesure o�u elle peut être utilis�ee sans forte connaissance pr�ealable
sur le syst�eme �a mod�eliser. Elle se distingue par ailleurs des approches de type
\bô�te noire" dans la mesure o�u elle peut s'attaquer �a des probl�emes de mod�eli-
sation faisant r�ef�erence �a des espaces d'entr�ee de grande dimension. Les mod�eles
obtenus se pr�esentent sous la forme de fonctions calculables et sont \manipula-
bles" en tant que telles. Par exemple, les mod�eles peuvent être d�eriv�es ou utilis�es
comme structure de d�epart lors d'une nouvelle mod�elisation.

Nous avons montr�e comment ils peuvent être rendu robustes en ne consid�erant
que des sous-mod�eles et en appliquant des techniques de r�egression classiques.

Nous avons montr�e que la m�ethode peut, �a partir d'un nombre restreint de
points, acqu�erir des mod�eles dans des espaces de dimensions raisonnables et que
ces mod�eles peuvent être utilis�es en pratique avec une bonne pr�ecision. Nous ne
connaissons pas de nos jours de m�ethodes d'approximation de type \bô�te noire"
capables de bien mod�eliser sur de dimensions �equivalentes.

L'originalit�e de la m�ethode a aussi son prix. Sur le plan th�eorique il nous
a sembl�e avoir manqu�e des outils math�ematiques adapt�es �a la formulation et �a
l'analyse des m�ecanismes r�ecurrents que la transformation DP engendre. Bien
que l'explication que nous en avons donn�ee les justi�e totalement, les outils que
nous avons utilis�es ne nous permettent pas de conclure sur un certain nombre de
points. Par exemple, nous ne savons pas d�ecider si il est possibile ou non de re-
construire les fonctions de base qui servent �a la d�e�nition de l'ensemble Fn. Nous
avons aussi l'intuition d'avoir �a faire �a une classe beaucoup plus g�en�erale d'outils
que ceux que nous avons pr�esent�es. N'existe-t-il pas d'autres hypoth�eses sur f qui
conduisent �a d'autres transformations que la transformation DP ?
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Notre �etude nous a conduit sur de nombreuses pistes que nous n'avons pas ex-
pos�ees ici faute de justi�cations math�ematiques rigoureuses. Par exemple, il existe
probablement une fa�con plus astucieuse de "rentrer" les variables dans le processus
d'identi�cation. En e�et rien ne s'oppose en pratique �a adopter une technique du
type "divide and conquer" qui s�eparerait les variables en groupes avant de r�ealiser
une synth�ese du mod�ele. Il nous parâ�t aussi dispencieux de vouloir construire des
mod�eles hors de leur contexte d'utilisation. En e�et les mod�eles sont en g�en�eral
utilis�es sur des sous vari�et�es de dimension r�eduite de l'espace d'entr�ee. Pourquoi
ne pas tenir compte de cette connaissance pr�ealable ?

Finalement nos voudrions lever le voile sur cette th�ese qui nous semble d'un
point de vue �epist�emologique tout �a fait conforme �a ce qui se passe en g�en�eral. La
transformation DP , comme l'algorithme, ont d'abord �et�e mis au point empirique-
ment, avec l'aide d'un syst�eme de calcul formel et d'un syst�eme de visualisation
de surfaces 3D. La justi�cation math�ematique et algorithmique donn�ee dans ce
document ne peut justement remplacer ce qui est par ailleurs si pr�ecieux au mo-
d�elisateur : l'intuition.
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Annexe A

Application de la m�ethode au

bras planaire

Dans cette annexe nous pr�esentons l'application de la m�ethode d'identi�cation
structurelle �a l'illustration du bras planaire de la section 3.2. Cette presentation
est un �chier g�en�er�e par Maple, un logiciel math�ematique.

> f:=proc(x,y);

> RETURN(cos(x)+cos(x)*cos(y)-sin(x)*sin(y));

> end;

f := proc(x,y) RETURN(cos(x)+cos(x)*cos(y)-sin(x)*sin(y)) end

> g:=proc(x,y,x0,y0);

> RETURN(f(x0,y)*f(x,y0)/f(x0,y0));

> end;

g := proc(x,y,x0,y0) RETURN(f(x0,y)*f(x,y0)/f(x0,y0)) end

> h:=((f(x,y1)-g(x,y1,x0,y0))*(f(x1,y)-g(x1,y,x0,y0)))/ (f(x1,y1)
> -g(x1,y1,x0,y0));

h := (cos( x ) + cos( x ) cos( y1 )� sin( x ) sin( y1 )�

( cos( x0 ) + cos( x0 ) cos( y1 )� sin( x0 ) sin( y1 ) )

( cos( x ) + cos( x ) cos( y0 )� sin( x ) sin( y0 ) )
.
(%1))(cos( x1 )

+ cos( x1 ) cos( y )� sin( x1 ) sin( y )�

( cos( x0 ) + cos( x0 ) cos( y )� sin( x0 ) sin( y ) )

( cos( x1 ) + cos( x1 ) cos( y0 )� sin( x1 ) sin( y0 ) )
.
(%1))

.
(cos( x1 )

+ cos( x1 ) cos( y1 )� sin( x1 ) sin( y1 )�

( cos( x0 ) + cos( x0 ) cos( y1 )� sin( x0 ) sin( y1 ) )
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( cos( x1 ) + cos( x1 ) cos( y0 )� sin( x1 ) sin( y0 ) )
.
(%1))

%1 := cos( x0 ) + cos( x0 ) cos( y0 )� sin( x0 ) sin( y0 )

> i:=g(x,y,x0,y0)+h;

i := ( cos( x0 ) + cos( x0 ) cos( y )� sin( x0 ) sin( y ) )

( cos( x ) + cos( x ) cos( y0 )� sin( x ) sin( y0 ) )
.
(%1) + (cos( x )

+ cos( x ) cos( y1 )� sin( x ) sin( y1 )�

( cos( x0 ) + cos( x0 ) cos( y1 )� sin( x0 ) sin( y1 ) )

( cos( x ) + cos( x ) cos( y0 )� sin( x ) sin( y0 ) )
.
(%1))(cos( x1 )

+ cos( x1 ) cos( y )� sin( x1 ) sin( y )�

( cos( x0 ) + cos( x0 ) cos( y )� sin( x0 ) sin( y ) )

( cos( x1 ) + cos( x1 ) cos( y0 )� sin( x1 ) sin( y0 ) )
.
(%1))

.
(cos( x1 )

+ cos( x1 ) cos( y1 )� sin( x1 ) sin( y1 )�

( cos( x0 ) + cos( x0 ) cos( y1 )� sin( x0 ) sin( y1 ) )

( cos( x1 ) + cos( x1 ) cos( y0 )� sin( x1 ) sin( y0 ) )
.
(%1))

%1 := cos( x0 ) + cos( x0 ) cos( y0 )� sin( x0 ) sin( y0 )

> simplify(i);

cos( x ) + cos( y ) cos( x )� sin( x ) sin( y )



Annexe B

Application de la m�ethode �a un

polynôme �a trois variables et

deux termes

Dans cette annexe nous pr�esentons l'application de la m�ethode d'identi�cation
structurelle �a un polynôme �a trois variables d'entr�ee et deux termes. Comme pour
les annexes pr�ec�edentes cette pr�esentation est un �chier g�en�er�e par Maple.

> f:=proc(x,y,z);

> RETURN(f1(x)*f2(y)*f3(z)+f4(x)*f5(y)*f6(z));

> end;

f := proc(x,y,z) RETURN(f1(x)*f2(y)*f3(z)+f4(x)*f5(y)*f6(z)) end

> g:=proc(x,y,x0,y0,z0);

> RETURN(f(x,y0,z0)*f(x0,y,z0)/f(x0,y0,z0));

> end;

g := proc(x,y,x0,y0,z0) RETURN(f(x0,y,z0)*f(x,y0,z0)/f(x0,y0,z0)) end

> h:=proc(x,y,x0,y0,z0,x1,y1);

> RETURN((f(x1,y,z0)-g(x1,y,x0,y0,z0))*(f(x,y1,z0)-g(x,y1,x0,y0,z0))/
> (f(x1,y1,z0)-g(x1,y1,x0,y0,z0)));

> end;

h := proc(x,y,x0,y0,z0,x1,y1)
RETURN((f(x1,y,z0)-g(x1,y,x0,y0,z0))*(f(x,y1,z0)-g(x,y1,x0,y0,z0))/

(f(x1,y1,z0)-g(x1,y1,x0,y0,z0)))
end
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> i:=proc(x,y,x0,y0,z0,x1,y1);

> RETURN(g(x,y,x0,y0,z0)+h(x,y,x0,y0,z0,x1,y1));

> end;

i := proc(x,y,x0,y0,z0,x1,y1) RETURN(g(x,y,x0,y0,z0)+h(x,y,x0,y0,z0,x1,y1))
end

> j:=proc(x,y,z,x0,y0,z0,x1,y1);

> RETURN(i(x,y,x0,y0,z0,x1,y1)*f(x0,y0,z)/f(x0,y0,z0));

> end;

j := proc(x,y,z,x0,y0,z0,x1,y1)
RETURN(i(x,y,x0,y0,z0,x1,y1)*f(x0,y0,z)/f(x0,y0,z0))

end

> k:=proc(x,y,z,x0,y0,z0,x1,y1,z1);

> RETURN((i(x,y,x0,y0,z1,x1,y1)-j(x,y,z1,x0,y0,z0,x1,y1))*(f(x1,y1,z)
> -j(x1,y1,z,x0,y0,z0,x1,y1))/(f(x1,y1,z1)-j(x1,y1,z1,x0,y0,z0,x1,y1)));

> end;

k := proc(x,y,z,x0,y0,z0,x1,y1,z1)
RETURN((i(x,y,x0,y0,z1,x1,y1)-j(x,y,z1,x0,y0,z0,x1,y1))*

(f(x1,y1,z)-j(x1,y1,z,x0,y0,z0,x1,y1))/
(f(x1,y1,z1)-j(x1,y1,z1,x0,y0,z0,x1,y1)))

end

> l:=j(x,y,z,x0,y0,z0,x1,y1,z1)+k(x,y,z,x0,y0,z0,x1,y1,z1);

l :=

�
%8%7

%1
+

�
f1( x1 ) f2( y ) f3( z0 ) + f4( x1 ) f5( y ) f6( z0 )�

%8%5

%1

�
�
f1( x ) f2( y1 ) f3( z0 ) + f4( x ) f5( y1 ) f6( z0 )�

%6%7

%1

���

%4 +%3�
%6%5

%1

��

( f1( x0 ) f2( y0 ) f3( z ) + f4( x0 ) f5( y0 ) f6( z ) )
.
(%1) +

�
( f1( x0 ) f2( y ) f3( z1 ) + f4( x0 ) f5( y ) f6( z1 ) )

( f1( x ) f2( y0 ) f3( z1 ) + f4( x ) f5( y0 ) f6( z1 ) )
.
(%2 ) + (

f1( x1 ) f2( y ) f3( z1 ) + f4( x1 ) f5( y ) f6( z1 )�

( f1( x0 ) f2( y ) f3( z1 ) + f4( x0 ) f5( y ) f6( z1 ) )

( f1( x1 ) f2( y0 ) f3( z1 ) + f4( x1 ) f5( y0 ) f6( z1 ) )
.
(%2 ))(

f1( x ) f2( y1 ) f3( z1 ) + f4( x ) f5( y1 ) f6( z1 )�

( f1( x0 ) f2( y1 ) f3( z1 ) + f4( x0 ) f5( y1 ) f6( z1 ) )

( f1( x ) f2( y0 ) f3( z1 ) + f4( x ) f5( y0 ) f6( z1 ) )
.
(%2 ))

.
(



Maple V Release 3 117

f1( x1 ) f2( y1 ) f3( z1 ) + f4( x1 ) f5( y1 ) f6( z1 )�

( f1( x0 ) f2( y1 ) f3( z1 ) + f4( x0 ) f5( y1 ) f6( z1 ) )

( f1( x1 ) f2( y0 ) f3( z1 ) + f4( x1 ) f5( y0 ) f6( z1 ) )
.
(%2 ))�

�
%8%7

%1
+

�
f1( x1 ) f2( y ) f3( z0 ) + f4( x1 ) f5( y ) f6( z0 )�

%8%5

%1

�
�
f1( x ) f2( y1 ) f3( z0 ) + f4( x ) f5( y1 ) f6( z0 )�

%6%7

%1

���

%4 +%3�
%6%5

%1

��
%2

.
(%1 )

��
f1( x1 ) f2( y1 ) f3( z )

+ f4( x1 ) f5( y1 ) f6( z )

�
(%4+ %3 ) ( f1( x0 ) f2( y0 ) f3( z ) + f4( x0 ) f5( y0 ) f6( z ) )

%1

���

f1( x1 ) f2( y1 ) f3( z1 ) + f4( x1 ) f5( y1 ) f6( z1 )�
(%4+%3 )%2

%1

�
%1 := f1( x0 ) f2( y0 ) f3( z0 ) + f4( x0 ) f5( y0 ) f6( z0 )

%2 := f1( x0 ) f2( y0 ) f3( z1 ) + f4( x0 ) f5( y0 ) f6( z1 )

%3 := f4( x1 ) f5( y1 ) f6( z0 )

%4 := f1( x1 ) f2( y1 ) f3( z0 )

%5 := f1( x1 ) f2( y0 ) f3( z0 ) + f4( x1 ) f5( y0 ) f6( z0 )

%6 := f1( x0 ) f2( y1 ) f3( z0 ) + f4( x0 ) f5( y1 ) f6( z0 )

%7 := f1( x ) f2( y0 ) f3( z0 ) + f4( x ) f5( y0 ) f6( z0 )

%8 := f1( x0 ) f2( y ) f3( z0 ) + f4( x0 ) f5( y ) f6( z0 )

> simplify(l);

f2( y ) f1( x ) f3( z ) + f5( y ) f4( x ) f6( z )





Annexe C

Application de la m�ethode de

transformation de polynômes

Dans cette annexe nous pr�esentons l'application de la m�ethode de transforma-
tion de polynômes d�ecrit dans le paragraph 4.2 �a un polynôme �a quatre variables
d'entr�ee et deux termes. Parmi les quatre variables d'entr�ee deux (x; y) sont dans
le sous mod�ele et les deux autres (z; w) sont dehors. Comme pour les annexes
pr�ec�edentes cette pr�esentation est un �chier g�en�er�e par Maple.

> f:=proc(x,y,z,w);

> RETURN(f1(x)*f2(y)*f5(z)*f7(w)+f3(x)*f4(y)*f6(z)*f8(w));

> end;

f := proc(x,y,z,w) RETURN(f1(x)*f2(y)*f5(z)*f7(w)+f3(x)*f4(y)*f6(z)*f8(w)) end

> g:=proc(x,y,z,w,x0,y0,z0,w0)

> RETURN(f(x0,y0,z,w)*f(x,y,z0,w0)/f(x0,y0,z0,w0));

> end;

g := proc(x,y,z,w,x0,y0,z0,w0)
RETURN(f(x0,y0,z,w)*f(x,y,z0,w0)/f(x0,y0,z0,w0))

end

> h:=proc(x,y,z,w,x0,y0,z0,w0,x1,y1,z1,w1) local ret;

> ret:=((f(x,y,z1,w1)-g(x,y,z1,w1,x0,y0,z0,w0))*

> (f(x1,y1,z,w)-g(x1,y1,z,w,x0,y0,z0,w0)))/

> (f(x1,y1,z1,w1)-g(x1,y1,z1,w1,x0,y0,z0,w0));

> RETURN(ret);

> end;

h := proc(x,y,z,w,x0,y0,z0,w0,x1,y1,z1,w1)
local ret;

ret := (f(x,y,z1,w1)-g(x,y,z1,w1,x0,y0,z0,w0))*
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(f(x1,y1,z,w)-g(x1,y1,z,w,x0,y0,z0,w0))/
(f(x1,y1,z1,w1)-g(x1,y1,z1,w1,x0,y0,z0,w0));

RETURN(ret)
end

> i:=g(x,y,zz,ww,x0,y0,z0,w0)+h(x,y,zz,ww,x0,y0,z0,w0,x1,y1,z1,w1);

i := ( f1( x0 ) f2( y0 ) f5( zz ) f7(ww ) + f3( x0 ) f4( y0 ) f6( zz ) f8(ww ) )

( f1( x ) f2( y ) f5( z0 ) f7(w0 ) + f3( x ) f4( y ) f6( z0 ) f8(w0 ) )
.
(%1 )

+ (f1( x ) f2( y ) f5( z1 ) f7(w1 ) + f3( x ) f4( y ) f6( z1 ) f8(w1 )�

( f1( x0 ) f2( y0 ) f5( z1 ) f7(w1 ) + f3( x0 ) f4( y0 ) f6( z1 ) f8(w1 ) )

( f1( x ) f2( y ) f5( z0 ) f7(w0 ) + f3( x ) f4( y ) f6( z0 ) f8(w0 ) )
.
(%1 )

)(f1( x1 ) f2( y1 ) f5( zz ) f7(ww ) + f3( x1 ) f4( y1 ) f6( zz ) f8(ww )�

( f1( x0 ) f2( y0 ) f5( zz ) f7(ww ) + f3( x0 ) f4( y0 ) f6( zz ) f8(ww ) )

( f1( x1 ) f2( y1 ) f5( z0 ) f7(w0 ) + f3( x1 ) f4( y1 ) f6( z0 ) f8(w0 ) )
.
(

%1 ))
.
(f1( x1 ) f2( y1 ) f5( z1 ) f7(w1 )

+ f3( x1 ) f4( y1 ) f6( z1 ) f8(w1 )�

( f1( x0 ) f2( y0 ) f5( z1 ) f7(w1 ) + f3( x0 ) f4( y0 ) f6( z1 ) f8(w1 ) )

( f1( x1 ) f2( y1 ) f5( z0 ) f7(w0 ) + f3( x1 ) f4( y1 ) f6( z0 ) f8(w0 ) )
.
(

%1 ))

%1 := f1( x0 ) f2( y0 ) f5( z0 ) f7(w0 ) + f3( x0 ) f4( y0 ) f6( z0 ) f8(w0 )

> simplify(i);

f3( x ) f4( y ) f6( zz ) f8(ww ) + f5( zz ) f7(ww ) f1( x ) f2( y )



Annexe D

Les polynômes interpolateurs

D.1 Les polynômes alg�ebriques

Dans ce paragraphe nous allons montrer la fa�con la plus �el�ementaire de faire
l'identi�cation des param�etres des polynômes interpolateurs, particuli�erement des
polynômes alg�ebriques.

Pour illustrer la m�ethode d'interpolation classique on va estimer une fonction
arbitraire y = f(x) �a l'aide un polynôme alg�ebrique du deuxi�eme d�egr�e.

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 (D.1)

On va choisir un point x1 �a l'interieur de l'intervalle [x0; x2]. On dispose alors
de trois points pour lesquels on obtient les valeurs correspondantes de notre fonc-
tion de forme.

y0 = f(x0); y1 = f(x1); y2 = f(x2) (D.2)

On va alors construire un polynôme de la forme D.1 tel qu'aux points x0; x1; x2
ce polynôme s'accorde �a la fonction de forme en question. C'est-�a-dire qu'on doit
choisir les coe�cients a0; a1; a2 du polynôme D.1 de telle fa�con qu'il puisse satis-
faire les �equations :
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P (x0) = y0; P (x1) = y1; P (x2) = y2 (D.3)

Les points sur lequels le polynôme interpolateur doit s'accorder �a la fonction
de forme sont appel�es points d'interpolation.

Pour r�esoudre le probl�eme d'interpolation nous pouvons r�e�ecrire D.3 :

y0 = a0 + a1x + a2x
2

y1 = a0 + a1x + a2x
2

y2 = a0 + a1x + a2x
2

On doit maintenant r�esoudre ces trois �equations pour a0; a1; a2 et �nalement
substituer les valeurs de ces coe�cients en D.1.

Il est clair qu'une fonction de forme complexe ne peut pas être bien estim�ee
par un polynôme de d�egr�e deux. Dans la pratique on doit utiliser polynômes d'un
d�egr�e plus �elev�e (pas moins de 4).

Le probl�eme g�en�eral d'interpolation consiste �a construire un polynôme Pn(x) =
a0+ a1x+ a2x

2 + :::+ anx
n de d�egr�e n qui s'accorde avec une fonction donn�ee en

n+ 1 �equations :

P (x0) = f(x0); P (x1) = f(x1); :::; P (xn) = f(xn)

La m�ethode d'interpolation pr�esent�ee est un moyen universel d'approximation
de fonctions. En principe, la fonction �a interpoler n'est cens�ee avoir aucune pro-
pri�et�e particuli�ere pour que cette interpolation fonctionne [AKL86].

Bien sur, les questions qui surviennent �a chaque cas sont : combien de points
d'interpolation utiliser (quel degr�e de polynôme) et quelle distribution de points
choisir de fa�con �a que l'erreur r�esiduelle soit satisfaisante.
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Le choix du nombre de points d'interpolation n'est pas �el�ementaire, et même
l'id�ee intuitive qu'un nombre toujours plus grand de points signi�e une erreur
r�esiduelle toujours moins importante est fausse dans le cas des polynômes al-
g�ebriques. Cette question n'�etant pas au centre du sujet de cette th�ese, nous
n'avons pas approfondi la recherche d'une solution id�eale, et nous nous contentons
d'un choix empirique du nombre de points au cas par cas, bas�e sur des essais.

La meilleure distribution des points d'interpolation dans l'intervalle [�1; 1]
pour une fonction continue est donn�ee par les points xk z�eros du polynôme de
�Ceby�sev (D.4) [AKL86].

xk = cos
2k + 1

2(n+ 1)
� (k = 0; 1; :::; n) (D.4)

n �etant le nombre de points d'interpolation.

D.2 Les polynômes trigonom�etriques

Dans ce paragraphe nous allons �etudier une deuxi�eme classe de polynômes in-
terpolateur, les polynômes trigonom�etriques, aussi connus comme les s�eries
de Fourier. Un polynôme trigonom�etrique d'ordre n est une fonction de la forme
:

un(x) = �0+�1cosx+�1sinx+�2cos2x+�2sin2x+:::+�ncosnx+�nsinnx (D.5)

o�u dans une forme plus concise :

un(x) = �0 +
nX
k=1

(�kcos(kx) + �ksin(kx)) (D.6)

o�u �k et �k sont des constantes.

Les polynômes trigonom�etriques ont �et�e initialement propos�es dans le cadre de
l'�etude de certains ph�enom�enes physiques, en particulier des petites oscillations
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d'objets �elastiques.

Une fonction p�eriodique donn�ee �(t) qui d�ecrit une oscillation arbitraire de
p�eriode 2�=� 1 d'un point x0 peut être repr�esent�ee par la s�erie :

�(t) = A0 +
1X
k=1

(Akcos�kt + Bksin�kt) (D.7)

Il y a pourtant beaucoup d'autres situations en physique o�u il est naturel de
consid�erer une fonction donn�ee comme �etant la somme d'une s�erie trigonom�etrique
in�nie de la forme D.7, même si cette fonction ne d�ecrit pas une oscillation.

En 1829 le math�ematicien allemand Dirichlet a d�emontr�e que toute fonction
continue de p�eriode 2�

� , ayant dans une p�eriode un nombre �ni de maxima et min-
ima, peut être d�evelopp�ee en une seule s�erie trigonom�etrique.

Pour estimer une fonction f(x) dans la pratique on doit utiliser de p�eriode 2�
la somme �nie D.6, et on doit estimer les valeurs de �k et �k.

Cependant, on peut voir ce probl�eme d'identi�cation de param�etres des po-
lynômes trigonom�etriques d'un autre point de vue en utilisant les \m�ethodes de
transformation de Fourier\.

Un processus physique peut être d�ecrit soit dans le domaine temporel, par les
valeurs d'une quantit�e h �etant fonction du temps t, c'est-�a-dire h(t), soit dans le
domaine fr�equentiel, o�u le processus est sp�eci��e par une amplitude calcul�ee H 2

�etant fonction d'une fr�equence f , c'est-�a-dire H(f), avec �1 < f <1. Il est tr�es
utile dans plusieurs situations de voir h(t) et H(f) comme �etant deux repr�esenta-
tions de la même fonction. On peut passer d'une repr�esentation �a l'autre par les
�equations de la Transformation de Fourier [Pre92].

H(f) =

Z 1

�1

h(t)e2�iftdt

h(t) =
Z 1

�1

H(f)e�2�iftdf (D.8)

En pratique, pour passer d'une representation temporelle �a une repr�esenta-

1La fonction f(x) a la p�eriode ! si elle satisfait l'�equation f(x+ !) = f(x)
2H est g�en�eralement un nombre complexe indiquant aussi la phase. Les fonctions

trigonom�etriques dans le domaine des complexes ont une forme exponentielle donn�ee par
eiz = cosz+ isinz
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tion fr�equentielle on va utiliser une transformation de Fourier discr�ete, bas�ee sur
un ensemble de N points de h, et l'�equation D.8 va être estim�ee par l'�equation D.9.

Hn =
N�1X
k=0

hke
2�ikn=N (D.9)

Et H(fn) � �Hn o�u � est un intervalle d'�echantillonnage de h.

Le calcul des amplitudes Hn �equivaut au probl�eme initial d'estimation des pa-
ram�etres �k et �k des polynômes trigonom�etriques.





Annexe E

Preuve du th�eor�eme de la

m�ethode de transformation de

mod�eles

Dans cet annexe nous allons d�evelopper une preuve du th�eor�eme propos�e au
paragraphe 4.2. Cette preuve est �equivalente �a celle d�ecrite aux paragraphes 3.3.1
et 3.3.2.

E.0.1 Premi�ere preuve : ��n � F
�
n

Pour la d�emonstration de la premi�ere partie prenons d'abord une fonction gm
appartenant �a ��0 et d�emontrons que gm 2 F�

0 . Nous allons r�e�ecrire 4.6 pour cette
fonction (E.1).

DC0gm = 0

gm(x) =
gi0(x):gm(x0)

gi0(x0)
(E.1)

Nous pouvons r�e�ecrire E.1 en utilisant :

�0 =
gm(x0)

gi0(x0)
(E.2)
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et nous allons obtenir :

gm(x) = gi0(x):�0 (E.3)

Nous avons prouv�e que gm appartient �a F�
0 .

Supposons maintenant que :

��n�1 � F�
n�1 (E.4)

Pour la preuve par induction nous devons prendre une fonction km appartenant
�a ��n et r�e�ecrire 4.6 pour cette fonction (�equation E.5). La d�e�nition r�ecursive de
l'ensemble �� nous dit que DC0km est une fonction qu'appartient �a ��n�1. Par
hypoth�ese une fonction appartenant �a ��n�1 appartient aussi �a F

�
n�1.

DC0km(x) = km(x)�
ki0(x):km(x0)

ki0(x0)
= '0(x): 

m
0 + :::+ 'n�1(x): 

m
n�1 (E.5)

Nous pouvons r�e�ecrire E.5 en utilisant :

'n(x) = ki0(x)

 mn =
km(x0)

ki0(x0)

et nous allons obtenir :

km(x) = '0(x): 
m
0 + :::+ 'n�1(x): 

m
n�1 + 'n(x): 

m
n (E.6)
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CQFD.

E.0.2 Deuxi�eme preuve : F�
n � ��n

Dans la deuxi�eme partie de la preuve nous voulons prouver que toute fonction
appartenant �a l'ensemble F�

n appartient aussi �a ��n.

Nous commen�cons par montrer que les fonctions de F�
0 appartiennent aussi �a

��0. Par d�e�nition les fonctions de F�
0 s'ecrivent :

gm(x) = '0(x): 
m
0 (E.7)

d'o�u :

DC0gm(x) = '0(x): 
m
0 �

'0(x): 
i0
0 :'0(x0): 

m
0

'0(x0): 
i0
0

(E.8)

On voit bien que  i00 et les termes en x0 s'annulent et que la di��erence r�esulte
en 0. De cette fa�con on prouve que les fonctions de F�

0 appartiennent aussi �a ��0.

Nous allons maintenant supposer comme hypoth�ese de recurrence que :

fm 2 F�
n�1 ) fm 2 ��n�1 (E.9)

Nous allons utiliser une fonction g�en�erale fm de F�
n�1 (�equation E.10).

fm(x) =
n�1X
i=0

'i(x): 
m
i (E.10)

Nous allons utiliser encore deux autres fonctions :
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gm(x) = 'n(x): 
m
n (E.11)

hm(x) = fm(x) + gm(x) (E.12)

hm est une fonction de F�
n, et sa DC

0 aura la forme :

DC0hm(x) = ((
n�1X
i=0

'i(x): 
m
i ) + 'n(x): 

m
n )�

((
Pn�1
i=0 'i(x): 

i0
i ) + 'n(x): 

i0
n ):((

Pn�1
i=0 'i(x0): 

m
i ) + 'n(x0): 

m
n )

((
Pn�1
i=0 'i(x0): 

i0
i ) + 'n(x0): 

i0
n )

(E.13)

Nous changons maintenant les notations de E.13. Notons :

� � =
Pn�1
i=0 'i(x): 

i0
i

� �n = 'n(x): i0n

� � =
Pn�1
i=0 'i(x0): 

m
i

� �n = 'n(x0): mn

� p =
Pn�1
i=0 'i(x0): 

i0
i

� pn = 'n(x0): 
i0
n

En utilisant notre nouvelle notation DC0hm se pr�esente de la forme suivante :

DC0hm(x) =
n�1X
i=0

'i(x): 
m
i + 'n(x): 

m
n �

(�+ �n)(� + �n)

(p+ pn)
(E.14)

En d�eveloppant E.14 on obtient :

DC0hm(x) =
n�1X
i=0

'i(x): 
m
i + 'n(x): 

m
n �

(�:� + �:�n + �n:� + �n:�n)

p+ pn
(E.15)
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On s�epare les termes :

DC0hm(x) =
n�1X
i=0

'i(x): i
m+'n(x): 

m
n �(

�:�

p+ pn
+
�:�n + �n:�

p+ pn
+
�n:�n
p+ pn

) (E.16)

Nous allons utiliser la même transformation d�ej�a propos�ee dans l'�equation 3.28
pour r�e�ecrire deux termes de l'�equation E.16 :

�:�

pn + p
=
�:�

p
�

�:�:pn
(pn + p):p

�n:�n
p+ pn

=
�n:�n
pn

�
�n:�n:p

(p+ pn):pn

Apr�es ces transformations on obtient :

DC0hm(x) =
Pn�1
i=0 'i(x): 

m
i ) + 'n(x): 

m
n

��:�
p + �:�:pn

(pn+p):p
� �:�n+�n:�

p+pn
� �n:�n

pn
+ �n:�n:p

(p+pn):pn
(E.17)

Parmi les termes de E.17 nous retrouvons �:�
p . Si on r�e�ecrit ce terme avec la

notation originale :

�:�

p
=

(
Pn�1
i=0 'i(x): 

i0
i ):(

Pn�1
i=0 'i(x0): i

m)

(
Pn�1
i=0 'i(x0): 

i0
i )

Si on regroupe ce terme avec le premier terme de E.17 on obtient :

n�1X
i=0

'i(x): 
m
i �

(
Pn�1
i=0 'i(x): 

i0
i ):(

Pn�1
i=0 'i(x0): i

m)

(
Pn�1
i=0 'i(x0): 

i0
i )

= DC0fm(x) (E.18)
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Le terme �n:�n
pn

nous int�eresse aussi :

�n:�n
pn

=
'n(x): 

i0
n :'n(x0): 

m
n

'n(x0): 
i0
n

Si on regroupe ce terme et 'n(x): 
m
n on obtient :

'n(x): 
m
n �

'n(x): 
i0
n :'n(x0): 

m
n

'n(x0): 
i0
n

= DC0gm(x) = 0

Apr�es ces simpli�cations DC0h se pr�esente comme :

DC0hm(x) = DC0fm(x) +
�:�:pn

(pn + p):p
�
�:�n + �n:�

p+ pn
+

�n:�n:p

(p+ pn):pn
(E.19)

Si on regroupe les trois derniers termes :

DC0hm(x) = DC0fm(x) +
�:�:p2n + p2:�n:�n � p:pn:�:�n � p:pn:�:�n

p2:pn + p:p2n
(E.20)

On peut r�e�ecrire le nouveau terme comme un produit de deux termes divis�e
par un troisi�eme terme constant :

DC0hm(x) = DC0fm(x) +
(�:pn � p:�n):(�:pn � p:�n)

p2:pn + p:p2n
(E.21)

Nous allons r�e�ecrire E.21 en utilisant une nouvelle fonction et un nouveau
scalaire :
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�(x) = �:pn�p:�n
p2:pn+p:p2n

=
(
Pn�1

i=0
'i(x): 

i0
i ):'n(x0): 

i0
n �(

Pn�1

i=0
'i(x0): 

i0
i ):'n(x): 

i0
n

(
Pn�1

i=0
'i(x0): 

i0
i )2:'n(x0): 

i0
n +(

Pn�1

i=0
'i(x0): 

i0
i ):'n(x0)2:( 

i0
n )2

� = �:pn � p:�n

= (
Pn�1
i=0 'i(x0): 

m
i ):'n(x0): 

i0
n � (

Pn�1
i=0 'i(x0): 

i0
i ):'n(x0): 

m
n

L'�equation E.21 devient donc :

DC0hm(x) = DC0fm(x) + �(x):� (E.22)

Sachant que :

� d'apr�es notre hypoth�ese de recurrence, la fonction fm appartient �a F�
n�1 et

donc �a ��n�1.

� par d�e�nition la transformation DC0 des fonctions de ��n�1 d�e�nit une fonc-
tion qui �a son tour appartient �a ��n�2.

� nous avons prouv�e auparavant que les fonctions de ��n�2 appartiennent �a
F�
n�2 (paragraphe E.0.1).

Nous pouvons donc conclure que le terme DC0fm(x) dans E.22 est une fonc-
tion de F�

n�2.

Dans l'�equation E.22 nous avons en cons�equence une fonction de F�
n�2 plus

une fonction de F�
0 , ce qui nous fait conclure que DC

0h(x)� est une fonction de
F�
n�1.

Depuis notre hypoth�ese de recurrence nous pouvons conclure aussi que si
DC0hm(x) 2 F�

n�1 alors DC0hm(x) 2 ��n�1, et en consequence que hm 2 ��n .
Donc par induction nous pouvons conclure que e�ectivement hm 2 F�

n ) h 2 ��n.

CQFD.
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